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4.1 Rang

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer wichtigen

Bemerkung 4.1.1
Es sei A € M, »(K) eine Matrix, x = (1 z3 ... x,) Unbekannten und

AxT =0 (4.1.1)

das dazugehorige homogene lineare Gleichungssystem. Sie haben schon bemerkt,
dass die Menge ¥y der Losungen des Systems ein Untervektorraum von K" ist (Sehen
Sie Aufgabe 3.6, wobei ¥y = ker(A), und man kann annehmen, dass wir einen
allgemeinen Korper K haben). Was wir bemerken mochten ist, dass die Eristenz
einer nicht trivialen Losung des Systems abhdngt von der linearen Abhdngigkeit der
Spalten von A.

Es sei
a1n A2 - Qi
Ag1 Q22 -+ Q2p
A=
Am1 Qm2 = Qmp
und S7 = (a11 a1 -+ am1), 52 = (@12 A2 -+ Am2), ..., S0 = (Gin G2n -+ Gy) die

Spalten von A, betrachtet als Vektoren in K™. Wir bemerken, dass (ki ..., k,) € K"
eine Losung von Ax? = 0 ist genau dann, wenn

]{?151+k3252++/{?n5n:OEKm
Wir kénnen schlieflen, dass

(i) Das System Ax? = 0 eine nicht triviale Losung hat genau dann, wenn die
Spalten von A (betrachtet als Vektoren in K™) linear abhéngig sind.

(ii)) Im Allgemeinen sagt uns die Menge der Losungen des Systems 4.1.1, welche
Spalten als Linearkombinationen der anderen Spalten geschrieben werden kon-
nen.

(iii) Also héngt die Dimension von spang{Si,...,S,} nur von den Losungen des
Systems Ax” = 0 ab.

Vorlesung 15 - 08.12.2016

Nachstehend mochten wir folgende Frage beantworten: “Wie viele” Losungen
hat Ax? =07
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Um die obige Frage zu prézisieren, brauchen wir das Konzept vom Rang einer
Matrix.

Definition 4.1.1
Es sei A eine Matrix in M,, ,(K).

Es seien Z1 = (a11 @12 -+ a1n), Zo = (A1 G2 -+ Q2n), -+ s Zim = (Am1 G12 Qo)
ihre Zeilen, betrachtet als Vektoren in K", und S = (a1; az; -+ am1),
Sy = (a12 ase +++ ama),..., Sy = (a1, a2n -+ Qpy) ihre Spalten, betrachtet als

Vektoren in K.

o Der Zeilenrang von A, bezeichnet mit z(A), ist definiert als die Dimension von
spang{Z1, Zo, ..., Zm}.

o Der Spaltenrang von A, bezeichnet mit s(A), ist definiert als die Dimension

von spang{Si, Sa, ..., Sn}.
1 2 2
A_<2 4 4)'

Beispiel 4.1.1
Es sei

Da Z, = 2Z; und Z; # 0, erhalten wir, dass der Zeilenrang gleich 1 ist. Da
Sy = 53 = 257 und 57 # 0 erhalten wir, dass der Spaltenrang gleich 1 ist. Also ist
der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang. Im folgenden Satz beweisen wir, dass das
immer so ist.

Satz 4.1.1
Fir jede Matriz A € M, ,(K), ist der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass z(A) = 0 genau dann, wenn A die Nullmatrix
ist, und A = 0 genau dann, wenn s(A) = 0. Wir kénnen nun annehmen, dass
z(A) > 0. Wie wir schon in Bemerkung 4.1.1 gesagt haben, hangt der Spaltenrang
von A nur von der Menge der Losungen des Systems (4.1.1) ab. Deshalb dndert
sich s(A) nicht, wenn wir zwei Zeilen des Systems (4.1.1) vertauschen (Proposition
1.3.1). Jetzt mochten wir folgendes benutzen:

Bemerkung 4.1.2

Es sei dimg (spang{vi,...,v,}) = r. Dann r < m und es existieren r linear unab-
héngige Vektoren v;,,...,v;. € {v1,...,Un}, sodass spang{vy,..., vy} = spang{v;, ...
(Ubung).
Nach dieser Bemerkung wissen wir, dass es z(A) Zeilen von A gibt, sodass
ihr Span genau spang{Zi, ..., Z,,} ist. Nehmen wir an, dass genau die erste z(A)
Zeilen von A erfiillen spang{Z1, ..., Z.(a)} = spang{Zi, ..., Z,} und definieren wir
an a2 Q1n
~ a1 Qg2 -+ Q2p
A—

7/Uir}
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Bemerken wir, dass z(A) = z(A). Wir méchten beweisen, dass s(A) = s(A).
Weil Z; € spang{Zi,...,Z.a} fiir alle i = 2(A),..., m, existieren Koeflizienten
Qi,...,0504), sodass Z; = a2y + -+ + a4 224y BEs folgt, dass die Menge der
Losungen des Systems Ax” = 0 enthalten sind in der Menge der Losungen des Sys-
tems (4.1.1). In der Tat, es sei k = (ki,...,k,) eine Losung des Systems Ax” = 0,
dann fur alle i = z(A),...,m

=0 =0
——

—
Zi k' = (Zy+ -+ ayayZaay) K =y Zy K 4 aga) Zoay - KT =0

Umgekehrt ist es leicht zu sehen, dass jede Losung von (4.1.1) eine Losung des
Systems AxT = 0 ist. Nach Bemerkung 4.1.1 konnen wir schlieBen, dass s(A) =
s(A).

Jetzt bemerken wir, dass die Spalten von A Vektoren in K*“) sind. Weil
dimg (K*4) = 2(A), erhalten wir, dass s(A) = s(A) < z(A).

Durch Wiederholung der obigen Argumentation mit A7 anstelle von A, erhal-
ten wir, dass z(A) = s(AT) < z(AT) = s(A), und die Behauptung folgt. O

Der obige Satz erlaubt uns, folgende Definition zu geben:

Definition 4.1.2
Es sei A eine Matrix in M,,,(K). Ihr Rang, bezeichnet mit r(A), ist definiert als
ihr Zeilenrang (oder, nach Satz 4.1.1, als ihr Spaltenrang).

Beispiel 4.1.2
Was ist der Rang von I, € GL,(K)? Wir bemerken, dass die Zeilen (und Spalten)
von I, die kanonische Basis von K" geben, also r(1,,) = n.

Bemerkung 4.1.3
Es sei A € M, ,(K). Weil die Zeilen Vektoren in K" und die Spalten Vektoren in
K™ sind, nach Satz 4.1.1 erhalten wir, dass

r(A) < min{n,m}.
Die folgende Proposition ist leicht zu beweisen und ihr Beweis ist eine Ubung.

Proposition 4.1.2
Es sei A eine Matriz in My, ,(K), und A" eine Matriz in M, ,(K), die von A
erhalten werden kann durch folgende “elementare Operationen”:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen (bzw. Spalten);

(2) Multiplikation einer Zeile (bzw. einer Spalte) mit einem Faktor der ungleich
Null ist;

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile (bzw. einer Spalte) von einer anderen.
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(Sehen Sie Definition 1.3.2). Dann gilt
r(A) =r(A).

Bemerkung 4.1.4
Bemerken Sie, dass die obige Proposition wie folgt formuliert werden kann:
Es sei A € M,,,(K) eine Matrix und E € M,,(K) eine elementare Matrix.
Dann
r(A) =r(FA).

Es sei F' € M, (K) eine elementare Matrix, dann
r(A) =r(AF).
(Vergleichen Sie mit Proposition 2.2.4.)
Proposition 4.1.3 1. Es seien A € M,, ,(K) und B € M, ,(K). Dann
r(AB) < min{r(A),r(B)}.

2. Es seien A € GL,,,(K), B € My, ,(K) und C € GL,(K). Dann
r(AB) =r(B) =r(BC).

Beweis. 1. Es seien Z;(A),...,Z,(A) die Zeilen von A, betrachtet als Zeilen-
vektoren (also Z; € M, ,(K) fur alle ¢) und Si(B),...,S,(B) die Spalten von
B, betrachtet als Spaltenvektoren (also S,(B) € M, 1(K) fiir alle ). Durch
Definition von Matrixmultiplikation, fiir alle ¢ = 1, ..., m ist die i-te Zeile von

AB gegeben durch
Z(AB); = (Z(A);S(B)1,Z(A);S(B)a,...,Z(A);S(B),) =
= (anbi1 + aipbor + -+ - + Qinbn1, a;1b12 + aiobas + -+ + ainbna, - - -,
anbipy + aigboy + - - - + Qinbyy) =
= apnZ(B)1 + apZ(B)2 + -+ 4+ ainZ(B)n,

wobei Z(B), ..., Z,(B) die Zeilen von B sind, betrachtet als Zeilenvektoren.
Also ist die i-te Zeile von AB eine Linearkombination von Zeilen von B. Es
folgt, dass

spang{Z(AB)1, ..., Z(AB)} C spang{Z(B)1, ..., Z(B).},

deshalb r(AB) < r(B). Um zu beweisen, dass r(AB) < r(A), bemerken wir,
dass
r(AB) = r((AB)") = r(BTAT) < r(AT) =1r(4),

und erhalten die Behauptung.



70 KAPITEL 4. RANG UND DETERMINANTE EINER MATRIX

2. Durch die Ungleichung, die wir in 1. bewiesen haben, erhalten wir
r(AB) <r(B) =r((A'A)B) = r(A"Y(AB)) < r(AB),

also 7(AB) = r(B). Ahnlich kann man beweisen, dass r(B) = r(BC).

Was folgt ist der wichtigste Satz dieses Abschnitts:

Satz 4.1.4
Es sei A € M,(K). Dann ist A invertierbar genau dann, wenn r(A) = n.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Durch Proposition 4.1.3 Teil
2., erhalten wir, dass r(A) = r(AA™!) = r(I,) = n (Sehen Sie Beispiel 4.1.2).

Jetzt nehmen wir an, dass r(A) = n. Also ist die Menge der Zeilen
{Z(A)1,Z(A)a, ..., Z(A),} eine Basis von K". Es seien Z(1,); € K", fir i =
1,...,n, die Zeilen der Einheitsmatrix I,,. Weil {Z(A);, Z(A)q,...,Z(A),} eine

Basis von K" ist, existieren Koeffizienten b1, ..., b;, € K, sodass
Z(1,)i = b Z(A)1 + binZ(A)g + - + bin Z(A),, .

Es sei B € M, (K) die Matrix, deren Koeffizienten gegeben sind durch (b;;)1<i j<n-
Bemerken wir, dass die obige Gleichung dquivalent ist zu I,, = BA. Ahnlich kann
man beweisen, dass es C' € M, (K) gibt, sodass I, = AC. Also B = B(AC) =
(BA)C = C und B = A~'. Also ist A invertierbar. O

Vorlesung 16 - 12.12.2016

4.2 Die Determinante
Wir mochten eine Abbildung
det: M,(K) - K

definieren, wobei det(A) die Determinante von A genannt wird. In Satz 4.1.4 haben
wir bewiesen, dass A invertierbar ist genau dann, wenn 7(A) = n. Die Determinante
erlaubt uns noch ein Kriterium zu haben, um zu wissen ob A invertierbar ist oder
nicht. Insbesondere, was wir beweisen mochten, ist dass

A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.
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4.2.1 Definition der Determinante
Es sei d: M, (K) — K eine Abbildung, die die folgenden Eigenschaften besitzt:
(D1) d(I,) =1 (Normalisierung);

(D2) Die Abbildung ist linear in jeder Zeile: Es seien Zis. 20, Z; € K" n-
dimensionale Zeilenvektoren, dann fiir alle 1 <7 <n und A € K

Z Z4 Z
Zi1 Zia Zi—1
ZiJrl Zi-i—l Zi+1

Zn Zn Zn

(D3) Wenn A € M, (K) zwei gleiche Zeilen hat, dann gilt d(A) = 0.

Was wir beweisen mochten ist, dass es genau eine Abbildung d mit obigen Eigen-
schaften gibt, und d wird die Determinante genannt und bezeichnet mit “ det”.

Bemerkung 4.2.1

Nach Eigenschaft (D2) haben wir, dass falls eine Zeile von A gleich Null ist, dann
d(A) = 0. In der Tat, gegeben die Zeilen Z1,...,2; 1,0, Z;11,...,%Z, von A, und
gegeben ein beliebiger Zeilenvektor Z; € K", dann konnen wir Z; als Z; + A0
schreiben, fiir alle A € K, und nach (D2) haben wir

Zl Zl Zl Zl
Zi_q Ziq Ziq Ziq

d Z; =d| Z;,+)0 | =d Z; + \d 0
Zit1 Zit1 Zit Ziy1

Zn, Zn, Zn, Zn,

Weil wir A # 0 nehmen kénnen, gibt uns die obige Gleichung d(A) = 0.
Zuerst beweisen wir folgendes:

Satz 4.2.1

Es sei d: M,(K) — K eine Abbildung, die die FEigenschaften (D2) und (D3) er-
fallt, und E;;, E;(N), E;;(\) € GL,(K) die Elementarmatrizen (Sehen Sie Abschnitt
2.2.3). Dann gilt fir alle A € M, (K):
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1. d(E;; - A) = —d(A), fir allel <i#j<n.
2. d(E;(N\) - A) = Nd(A), fir alle X #0 und 1 <i <n.
3. d(Eij(\) - A) = d(A), fir alle \ € K und 1 <i # j <n.

Beweis. Es seien 7, ..., Z, die Zeilen von A, und 1 <i < j < n. Nehmen wir die
Matrix

Zn
Zi+ Zj | i-te Zeile

Z _|_ Z; | J-te Zeile

Zy,
Nach Eigenschaft (D3) erhalten wir, dass d(B) = 0, und nach Eigenschaft (D2)
haben wir, dass

Z Z A
7+ 7, 7 7z,
0 =d : =d : +d : =
Z+ 7, Zi+ 7, Z;+ 7
Zy, Zn Zn
Z1 Z1 Zl Zl
Z, Z, Z; Z,
=d| : +d| : +d| + : =d(A)+d(E;-A),
7, 7z, 7, Z
———
=0 nach (D3) =d(A) d(E;j-A) =0 nach (D3)

und wir erhalten Eigenschaft 1.

Um 2. zu beweisen, seien Z,...,7Z;,...,Z, die Zeilen von einer Matrix A €
M,,(K), und wir schreiben A\Z; als 0+ \- Z;. Nach (D2) und Bemerkung 4.2.1 haben
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wir, dass
7 A 7
Zz—l Zi_l Zz—l
d(E;(N)-A)=d| Nz, | =d 0 +Ad| Z; = \d(A).
Zit1 Zit1 Zit1
Jetzt beweisen wir 3. Es seien Z1,...,7%;,...,Z, die Zeilen von einer Matrix

A € M, (K). Dann nach (D2)

Al Z1 Z1
Zia Zia Zia
dE;N-A) =d| Zo+rz, | =d| 2z |+xd| 2z, | =d)+2aB).
Zit1 Zit1 Ziy1
I I Zn
_.B

Bemerken wir, dass die i-te und j-te Zeile der letzter Matrix B gleich sind, also ist
d(B) = 0 nach (D3), und wir erhalten d(E;;(\) - A) = d(A). O

Bemerkung 4.2.2

Mit obigen Tatsachen kénnen wir Eigenschaft (D2) generalisieren: Gegeben Zeilen-
vektoren Zy, ..., Z; 1, Ziv1,- . Zn €K™, ZY .. ZF € K" und Skalare Ay, ..., \;, €
K™, gilt

Zl Zl Zl
Ziq Zi Zi

d| MZ}+-+NZF | =Md| 7} +odNd | ZF
Zin Zit1 Zit1

Zn Zn Zn

(Ubung.)

Korollar 4.2.2
FEs sei d: M,(K) — K eine Abbildung, die die Figenschaften (D1), (D2) und (D3)

erfillt. Dann
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(a) d(E;j) = -1 firallel <i<j<n;
d(E;(N) =X firallel <i<mnund\#0;
d(Ei;(N\) =1 firallel <i#j<n.

(b) Es sei A€ M,(K) und E € GL,(K) eine Elementarmatriz. Dann
d(E-A)=d(E)-d(A) und d(E")=d(E).
Beweis. Um (a) zu beweisen, geniigt es Satz 4.2.1 zu benutzen mit A = I,,. Die erste

Gleichung in (b) folgt nach Satz 4.2.1 und Korollar 4.2.2 (a). Die zweite Gleichung
ist eine Folgerung von Teil (a) und folgender

Bemerkung 4.2.3
Die Elementarmatrizen erfiillen

Ej=Ey, EN'=EQ), E;\N" =Ei(\).
(Ubung.)

Die folgende Proposition ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz 4.1.4.

Proposition 4.2.3

Es sei A € M,(K) eine Matriz, die nicht invertierbar ist. Dann muss fir jede
Abbildung d: M, (K) — K, die die Figenschaften (D2) und (D3) erfillt, d(A) =0
sein.

Beweis. Weil A nicht invertierbar ist, impliziert Satz 4.1.4, dass 7(A) < n. Also
sind die Zeilen Z1,...,Z, von A linear abhéngig. Es sei

alZl—l—---—l—anZn:O

eine Linearkombination, die Null ist. Weil Z;,..., 7, linear abhingig sind, gibt
esein ¢ = 1,...,n mit oy # 0. Also kénnen wir Z; als Linearkombination von
Lyeeis i1y Zixty ., Ly schreiben:

Zi=pZr+ -+ BiciZion + PiviZiya + -+ Bl
Nach Bemerkung 4.2.2 erhalten wir, dass

Z Z Z Z Z
Zl*l szl Zifl szl szl
d| Z =pd| Z1 |+ +Biad| Zia [+Bind| Zip [+ tBud| Zy
Zit Zi1 Zi1 Ziv1 :
; ; Zit1

und nach (D3) ist die rechte Seite Null. O
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Bemerken Sie, dass eine Abbildung d: M, (K) — K, die die Eigenschaften (D2)
und (D3) erfiillt, gegeben ist zum Beispiel durch d(A) = 0 fiir alle A € M,,(K) (also
ist d(A) = 0 nicht nur fiir nicht-invertierbare Matrizen). Aber, wenn wir Eigenschaft
(D1) benétigen, mochten wir beweisen, dass es genau eine Abbildung d gibt (die wird
die Determinante genannt), und d # 0, weil (D1) uns sagt, dass d(/,,) = 1.

Definition 4.2.1 )
Essei A € M, (K). Fiir jede 1 <, j < n definieren wir die Matrix A;; € M,,_,(K) als
die Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Zum Beispiel sei

10
A=| 2 4 , dann z. B. Ay = 45 und  Ajp = 2o .
3 0 0 8 3 8

Satz 4.2.4
FEs existiert genau eine Abbildung d: M,(K) — K, die die Eigenschaften (D1), (D2)
und (D3) erfillt. Wir bezeichnen diese Abbildung mit

co Ot DO

det: M, (K) — K
und nennen det(A) die Determinante von A.

Beweis. Eindeutigkeit. Es seien d: M, (K) — K und d: M,(K) — K zwei Abbildun-
gen, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfiillen. Wir sollen beweisen, dass
d(A) = d(A) fir alle A € M,(K). Falls A nicht invertierbar ist, Proposition 4.2.3
impliziert, dass d(A) = d(A) = 0. Kénnen wir nun annehmen, dass A invertierbar

ist. Es seien Ej,...,E, Elementarmatrizen, sodass I,, = Ey---F;A (Sehen Sie
Abschnitt 2.2.3). Nach Eigenschaft (D1) erhalten wir, dass

d(Ey---E1A) =d(Ey --- F,A).

Wir kénnen nun Korollar 4.2.2 N-Male benutzen (bemerken Sie, dass d(FE) € K* fiir
alle Elementarmatrizen E!) um zu zeigen, dass d(A) = d(A).

Vorlesung 17 - 15.12.16

FExistenz. Um die Existenz zu beweisen, gentigt es eine Abbildung zu finden, die die
Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfullt. Weil eine solche Abbildung eindeutig
definiert ist, bezeichnen wir sie mit “det”, sie wird Determinante genannt. Wir
definieren det: M, (K) — K durch Induktion tiber n.
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Fir n = 1 kann man leicht beweisen, dass det(a) = a Eigenschaften (D1)-
(D3) erfillt fiir alle (a) € M;(K). Nehmen wir an, dass wir die Determinante fiir
alle (n — 1) x (n — 1)-Matrizen schon definiert haben. Dann definieren wir fiir
AeM,(K)und j=1,...,n

det(A) ==Y (—1)"a;;det(A;;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte), —(4.2.1)

i=1
wobei Aij die Matrix in Definition 4.2.1 ist.

Bemerkung 4.2.4

Bemerken Sie, dass wir in (4.2.1) ein j = 1,...,n gewéhlt haben. Also, aprior-
isch héngt die rechte Seite in (4.2.1) von j ab. Aber wenn wir beweisen, dass die
Abbildung in (4.2.1) die Eigenschaften (D1)—(D3) erfillt, dann haben wir durch
Eindeutigkeit auch bewiesen, dass die Summe in (4.2.1) nicht von j abhéngt.

(D1): Wir miissen beweisen, dass det(/,,) = 1. Bemerken Sie, die Eintrége von

I, erfillen a;; # 0 genau dann, wenn ¢ = j, und a;; = 1. Ferner ist (I,,);; = 1.
Also per definitionem

det(I,) = zn:(—l)”jaij det((1,);;) = (=1 aj; det(I,,_;) = det(I,,_1).

i=1

Weil det: M, (K) — K Eigenschaft (D1) (nach Induktionsannahme) erfiillt, erhal-
ten wir, dass det([,,) = det([,_1) = 1.

(D2): Wir miissen die Linearitét in jeder Zeile beweisen, d.h. firallel1 <k <n
und A € K

Z1 71 71
T Zis Zis
Zi41 Ziy1 Zi41

Zn Zn Zn,

Es sei A die Matrix mit Zeilen Z4, . .., Zo_1, Zx+\Z3, Zis1, . - ., Z und (—1)"*ay; det(fl,-j)
einer der Summanden in (4.2.1). Falls & # i bemerken wir, dass nach Induktion

det(A;;) linear in der k-ten Zeile (von A;;) ist, und a;; nicht von k abhangt. Somit
erhalten wir, dass (—1)"*/a,; det(A,;) linear in der k-ten Zeile von A ist. Falls k = 1,
dann ist ay; linear in der k-ten Zeile. Ferner hangt flkj nicht von der k-ten Zeile ab.
Also erhalten wir auch in diesem Fall, dass (—1)"*/a;; det(A;;) linear in der k-ten

Zeile von A ist. Es folgt, dass det(A) linear in der k-ten Zeile ist.



4.2. DIE DETERMINANTE 7

(D3): Nehmen wir an, dass die r-te und s-te Zeile von A gleich sind. Bemerken
Sie, dass falls 7 # r und i # s, die Matrix A;; zwei gleiche Zeilen hat. Also ist in
diesem Fall det(A4;;) = 0 (nach Induktionsannahme), und nach (4.2.1) erhalten wir

det(A4) =Y (-1)"ay det(A;;) = (=1)a,; det(A,;) + (=1)*7ay; det(As;).

=1

Bemerken Sie, dass die Menge der Zeilen von fl,,j gleich der Menge der Zeilen von
flsj ist. Dass heifit, dass wir flrj in flsj mit Zeilenvertauschung tberfithren kon-
nen. Nach Satz 4.2.1 und nach Induktionsannahme wissen wir, dass det(E;,Ay;) =
— det(A ;). Also mochten wir berechnen wie viele Vertauschungen wir brauchen,
um A rj in Asj iiberzufithren. Wir erklaren diese Berechnung mit einem Beispiel.

Es seien Zi,...,Z, € K" die Zeilen von A ohne j-tes Element (also ohne a;j,
firi=1,... 7~n). Es sei s = r + 1. Dann sind die Zeilen von Am gegeben durch
Zh,.. y r—1er+1> ZT+2, .. Zn, und dleJenlgen von ASJ durch Zl, . Zr 1, Z,., Zr+2, .

Weil Z, = Z,,1, erhalten wir, dass AW = ASJ, und wir brauchen |s —r[—1=0
Zeilenvertauschungen. Falls s = r + 2, sind die Zeilen von ASJ gegeben durch
Zl, R Zr—1, Z,,, Zr+1, ZT+3, .. Z Weil in diesem Fall Zr+2 Z, ist, brauchen wir
genau |s —r| —1 =1 Zeilenvertauschung. Es ist einfach zu sehen, dass im Allge-
meinen genau |s — r| — 1 Zeilenvertauschungen gebraucht werden. Nach Satz 4.2.1
und nach Induktionsannahme erhalten wir, dass det(A,;) = (—1)F~"1=1 det(4,,) =
(—=1)7—*'det(A,;) und

det(4) = (=1)"Ha,;det(A,;) + (—1)*Hay; det(A,;) =
(—1)*a,; det(A,;) + (—1)"+~ lam det(fl i)

Beispiel 4.2.1 « Wenn n = 1 haben wir det(a) = a.

e Wenn n = 2 dann

det ( c Z ) = (—1)"a - det(d) + (—1)*"'c- det(b) = ad — be.

In diesem Fall haben wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte gewéhlt. Falls
wir die Entwicklung nach der 2-ten Spalte wéhlen haben wir

det < CCL 2 > = (=1)""?b - det(c) + (—=1)*"d - det(a) = ad — bc.

(Natiirlich, durch Eindeutigkeit geben die zwei Entwicklungen dasselbe Ergeb-
nis.)

:.Nz
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e Es sei n = 3, und nehmen wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte, dann
erhalten wir

11 Q12 413
det 921 Q922 Q923 =
a3; Aazz ass

— (—1)'* g, det [ 422 @23 12t dot [ @12 013
( ) e a3z 33 +( ) 21 e a3z Q33

(=13 ag det [ M2 M) =
( ) 3 Q22 A23
= 6111(61226133 - a23a32) - a21(a12a33 - G13@32) + G31(@12@23 - C1136122)-

Jetzt mochten wir folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2.5
FEs seien A, B € M,,(K).

1. A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.

2. Es gilt det(A - B) = det(A) det(B).

3. Wenn A invertierbar ist, dann gilt det(A™') =1/ det(A).
4. Es gilt det(AT) = det(A).

Beweis. 1. In Proposition 4.2.3 haben wir schon bewiesen, dass falls A nicht in-
vertierbar ist, dann det(A) = 0 oder, dquivalent gesagt, dass falls det(A) # 0,
A invertierbar ist. Wir miissen noch beweisen, dass falls A invertierbar ist, dann
det(A) # 0. Es seien Ej,..., Ey Elementarmatrizen, sodass E,, -+ F1A = I,,. Be-
merken wir, dass det(A) # 0 genau dann, wenn det(Ey --- E1A) # 0. Das ist

eine Folgerung aus Korollar 4.2.2. Weil det(/,,) = 1, konnen wir schliefen, dass
det(A) # 0.
Vorlesung 18 - 19.12.16

2. Zuerst beweisen wir, dass det(AB) = det(A) det(B), falls A invertierbar
ist. Es seien Ei,...,Ey Elementarmatrizen, sodass Ey--- 1A = I,, also A =
Ert- .- Ey'. Weil die Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind,
impliziert Korollar 4.2.2 (det(EA) = det(E) det(A)), dass

det(AB) =det(E;' - Ex'B) = det(E;Y) - --det(Ey") det(B) =
=det(Ey "+ ENY) det(B) = det(A) det(B).
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Falls A nicht invertierbar ist, wissen wir schon, dass r(A) < n (Satz 4.1.4) und
det(A) = 0 (Proposition 4.2.3). Wir mochten beweisen, dass A - B nicht invertierbar
ist. In der Tat impliziert Proposition 4.1.3 Teil 1. (r(AB) < min{r(A),r(B)}),
dass 7(AB) < n. Also AB ist nicht invertierbar (Satz 4.1.4) und det(AB) = 0
(Proposition 4.2.3), deshalb det(AB) = 0 =0 - det(B) = det(A) det(B).

3. Essei A invertierbar. Dann A™'A = [,,, und det(A™!) det(A) = det(A~1A) =
det(I,) = 1. Ahnlich ist det(A)det(A™!) =1, und det(A~!) = det(A)~L.

4. Zuerst bemerken wir, dass A invertierbar ist, genau dann wenn AT in-
vertierbar ist. Das ist eine Folgerung aus dem Satz 4.1.4, und r(A) = r(AT).
Falls A nicht invertierbar ist, dann det(A) = det(A”) = 0 (Proposition 4.2.3).
Nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Es seien Fi, ..., Exy Elementarmatrizen,
sodass A = E;'---Ey'. Dann det(A) = det(E;')---det(Ey'). Andererseits
AT = (EHT - (ErHT, und weil det(ET) = det(E) (Korollar 4.2.2) und weil die
Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind, haben wir dass

det(AT) = det((ExH)T) -+ det((E; 1)) = det(E ") - - - det(Ey') = det(A).

Bemerkung 4.2.5

Eine Folgerung des Satzes 4.2.5 1. ist:

Um zu beweisen, dass A € M, (K) invertierbar ist, geniigt es eine Matriz B € M, (K)
zu finden, sodass BA = I, (oder sodass AB = I,,). In diesem Fall B = A~1.

In der Tat, um zu beweisen, dass A invertierbar ist, sollen wir eine Matrix B finden,
sodass AB = I,, (B heiit die rechte Inverse von A) und CA = I,, (C heifit die linke
Inverse von A). Dann muss C' = C(AB) = (CA)B = B sein (also, muss die rechte
Inverse gleich die linke Inverse sein), und B = A~!. Falls wir nur die Gleichung
BA =1, (bzw. AB = I,,) haben, kénnen wir nicht direkt beweisen, dass AB = I,
(bzw. BA = I,,) auch gilt. Aber Satz 4.2.5 1. und 2. impliziert, dass falls BA = I,
dann det(B)det(A) = 1, also det(A) # 0 und A ist invertierbar. In diesem Fall
muss B die Inverse A~! sein, weil B = B(AA™!) = (BA)A™! = A~

Korollar 4.2.6
Es sei A € M,(K), dann

det(A) =Y (=1)"ay;det(A};)  (Entwicklung nach der j-ten Zeile).

i=1

Beweis. Nach dem Satz 4.2.5, 4. haben wir, dass det(A) = det(A”). Es sei a/; das
Element von AT in ihrer i-ten Zeile und j-ten Spalte, also ag; = a;;. AuBlerdem
(AT);; = (A;))7, also det((AT);;) = det((A;;)T) = det(A;;) und wir erhalten

det(A) = det(AT) = Z(_1>z+]az; det((ﬁ)w) = Z(-l)hLJCLJZ det(flﬂ)

i=1 =1
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4.2.2 Die Cramersche Regel

In diesem Abschnitt fithren wir eine Formel ein, die uns die Inverse einer Matrix
zu berechnen erlaubt. Zuerst definieren wir eine neue Matrix.

Definition 4.2.2
Es sei A € M, (K). Wir definieren die Adjunkte adj(A) € M,(K) der Matrix A als
die Matrix, deren Elemente (adj(A));; gegeben sind durch

(adj(A));; = (1) det(A;;).

Beispiel 4.2.2
Es sei n = 2 und

A:(i Z) dann Ay, = (d), Ap = (), Asi = (), As = (a),und
adj(A) = ( 4 )

Bemerken wir, dass

Adej(A):(Z fi)(—dc _ab>:<ad0_bc adgbc>:det(A).I2

Diese Tatsache gilt in jeder Dimension.

Satz 4.2.7 (Cramersche Regel)
Fiir alle A € M,(K) gilt
A - adj(A) = det(A) - I,,.

Falls A invertierbar ist, dann

1
-1 .

= dj(A).

der(A) “ YA

Beweis. Es seien Zy,...,2;,...,2;,...,Z, € K" die Zeilenvektoren von A. Fir alle
1 <4,j < n definieren wir die Matrix C%, deren Zeilenvektoren gegeben sind durch
ZiyeeisZiyenis Ziy ooy Zn € K™ (also ersetzen wir die j-te Zeile von A mit der i-ten
Zeile). Bemerken wir, dass

(C) = Ay
Es sei cgjk, das Element der Matrix C¥ in ihrer j-ten Zeile und k-ten Spalte, und a;;

das Element von A in ihrer i-ten Zeile und k-ten Spalte. Dann gilt

i
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Nach Korollar 4.2.6 berechnen wir die Determinante von C% mit der Entwicklung
nach der j-ten Zeile und wir erhalten

det(C’ij) = ki(—l)“kc?,'C det((ai;)jk) = ;(—1)j+kaik det(fljk) =
:=§§ (adi(A))y = (A - adj(A)),

Bemerken wir, dass falls i = j haben wir C% = A, und falls ¢ # j, dass det(C"”) =0
(weil C% zwei gleiche Zeilen hat). Somit gilt

det(A) falls i=j,
(A-adj(A));; = det(CV) =
0 falls @ # 7.

Also erhalten wir, dass A - adj(A) = det(A)I,. Falls A invertierbar ist, haben wir
det(A) # 0 und obige Gleichung ist dquivalent zu

A. ( detl( A)adj(A)> 1.

Nach Bemerkung 4.2.5 koénnen wir schliefien, dass A~! =

12 1
A= 0 2 -1
31 0

invertierbar ist und berechnen die Inverse.

7det1(A) adj(A). O

Beispiel 4.2.3
Wir beweisen, dass die Matrix

Zuerst bemerken wir, dass (durch Entwicklung nach der ersten Zeile)

dam>:«4w“na(f‘g)+enHwQ@a(g-ﬁ)+¢4ywda<g§>

=1-203)+(—6) = —11#0.

Da det(A) # 0 konnen wir schlieflen, dass A invertierbar ist. Die Cramersche
Regel erlaubt uns, die Inverse zu finden. Wir berechnen die Matrizen A;; und ihre
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Determinanten. Wir haben

I _é> det(Ay) =1,  Ap=|, ‘é) det(Apz) = 3
Ap=(02) det(A) =6 Au=(7 ). det(dn) =1
Ay = ; (1)  det(dgy) = =3, gy — ; D). det(Am) = 5
Ay = ; _1) det(Az) = —4,  Asp = (1) _i) det(Asz) = —1
Ayy — é;) det(Agy) = 2,

also
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