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Warnung!
Es handelt sich hier um Notizen: Es wird keine Garantie gegeben fiir die gram-
matikalische oder mathematische Korrektheit des Textes. Die Anwendung dieser
Notizen erfolgt auf einige Gefahr.
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Vorlesung 1 - 20.10.2016

1.1 Organisation

Vorlesung: Montag - Donnerstag 8-9:30 Uhr, im Hoérsaal B (Horsaalgebédude)

Informationen und Hausarbeiten:
www.mi.uni-koeln.de/~sabatinil — Lehre — Lineare Algebra.

Sprechstunde wahrend der Vorlesungszeit: montags 16 - 17.00 Uhr im Biiro 0.08
des Mathematisches Institut (Weyertal 86-90).

Zusténdiger Assistent: Dr. Thomas Rot (thomas.rot@uni-koeln.de).
Sprechstunde: Di 16-17.30 Uhr.

Literaturliste:

G. Fischer, Lineare Algebra

K. Jénich, Lineare Algebra

S. Waldmann, Lineare Algebra I

Notation: Im Folgenden benutzten wir die folgenden Mengen:

N ={1,2,3,4,...}: die Menge der natirlichen Zahlen (positive ganze Zahlen);
No ={0,1,2,3,4,...}: die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen;
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}: die Menge der genzen Zahlen;

Q: die Menge der rationalen Zahlen (oder Bruchzahlen);

R: die Menge der reellen Zahlen, die in Analysis I definiert werden.


www.mi.uni-koeln.de/~sabatini
mailto:thomas.rot@uni-koeln.de
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1.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen unsere Vorlesung mit Gleichungssystemen, ndmlich Systeme von
Gleichungen fiir mehrere Unbekannte. Diese bezeichnet man z.B. mit z1, x5, -2,
oder z,y, z (wenn n < 3).

Beispiel 1.2.1
Wir betrachten das Gleichungssystem

22 +y=0
—2r+y=-1

Wir sollten eine Losung dieses Gleichungssystems finden, namlich alle Paare reeller
Zahlen (x,y), sodass beide Gleichungen oben erfiillt sind.

Um das System zu l6sen, konnten wir die Methode der Substitution benutzen. Wir
erklédren diese Methode im obigen Beispiel. Von der zweiten Gleichung erhalten wir
y = —1+ 2z. Also sollte das y in der ersten Gleichung gleich —1 + 2x sein, und wir
erhalten —z? + (—1 + 2z) = 0, oder dquivalent gesagt, —(x — 1)? = 0. Deshalb ist
z =1und y = 1, und die Losung ist (z,y) = (1,1). In der Tat, fir (z,y) = (1,1)
sind die obigen Gleichungen Identitdten:

—1°+1=0
—2x14+1=-1
Im Allgemeinen kénnen wir uns die folgenden Fragen stellen:
Gegeben sei ein Gleichungssystem:
1) Hat es Losungen?
2) Wenn Ja, hat es mehrere Losungen?

3) Koénnen wir alle Losungen beschreiben?

Gleichungssysteme konnen im Allgemeinen sehr schwer oder unmoglich zu
l6sen sein! Aber wir kdnnen die obigen Fragen fiir Lineare Gleichungssysteme beant-
worten.

Definition 1.2.1 < Ein [lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und m
Gleichungen ist ein Gleichungssystem der folgenden Gestalt:

111 + a2 + - - - + a1, = bl

211 + A99T9 + -+ - + A9y, Ty, = b2 (121)

Am1T1 + Apmalo + -+ - + Ty = bm
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wobei a;; und b; sind bekannte reelle Zahlen (a;;,b; € R) fir alle 1 < ¢ < m,
und 1 < 75 <n, und zq,...,x, die n Unbekannte.

o FEine Liosung dieses Systems ist ein geordnetes n-tupel (z1, ..., x,) von reellen
Zahlen, das alle m Gleichungen erfiillt.

o Ein lineares Gleichungssystem heifit homogen, wenn b; = 0 fiir alle 1 < ¢ < m:

1121 + aj9x9 + - - + a1y, =0
2171 + Q2T2 + - - - + A2, Ty =0 (1.2.2)
A1 X1 + Aoy + -+ + ATy, =0

Bemerkung 1.2.1 « FEin homogenes lineares Gleichungssystem hat immer die
sogenannte “triviale Lisung”

T1=To=2x3=...=x, =0.

Ist das lineare Gleichungssystem homogen, dann ist ( =)
=29 =23 =...=x, =0 eine Losung.

o Umgekehrt, wenn z; = 2o = 23 = ... = z, = 0 eine Losung von einem
linearen Gleichungssystem ist, dann ( = ) ist das System homogen.
Wir koénnen schlieffen, dass

Ein lineares Gleichungssystem ist homogen <= 2y =2y =23 =... =2, =0 ist
eine Losung.

Ein lineares Gleichungssystem (nicht zwingend homogen) kann: 1) keine Lo-
sung, 2) genau eine Losung, 3) unendlich viele Losungen haben. Wir betrachten die
folgenden Beispiele:

Beispiel 1.2.2 1) Das System

r+2y=1
r+2y=20

hat keine Losung (es gibt kein Paar (z,y), sodass die beiden Gleichungen erfiillt
sind).

2) Das System

r+2y=1
x—2y=20

hat genau eine Losung, namlich (z,y) = (1/2,1/4) (Methode der Substitu-
tion).
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3) Das System
r+2y=1
20 + 4y = 2

hat unendlich viele Losungen. In der Tat ist jedes Paar, (x,y), das die erste
Gleichung erfiillt, eine Losung der zweiten Gleichung. Also kénnen wir die
zweite Gleichung auslassen und l6sen nur die Gleichung =z + 2y = 1. Wir
schreiben dies als * = 1 — 2y und betrachten y als Parameter t € R, also
xr = 1—2t. Es sollte jetzt klar sein, dass wir unendlich viele Losungen haben,
namlich alle Paare (1 — 2¢,¢) fir t € R.

1.3 Der GauB-Jordan-Algorithmus

Wenn wir wenige Gleichungen und Unbekannte haben, ist die Methode der
Substitution effizient, um die Losungen zu finden. Aber im Allgemeinen kénnen wir
diese Methode nicht benutzen und brauchen eine Vereinfachung des Systems. Zuerst
sollten wir lineare Gleichungssysteme einfiihren, fiir die es einfacher ist, eine Losung
zu finden (Zeilenstufenform). Dann betrachten wir einen Algorithmus, der uns sagt,
dass jedes lineare Gleichungssystem entweder keine Losung hat oder "dquivalent" zu
einem System in Zeilenstufenform ist.

1.3.1 Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform

Definition 1.3.1
Ein lineares Gleichungssystem hat Zeilenstufenform, wenn es folgender Gestalt ist:

a11T1+a12%2 + -+ - +apr, = b
A229 =+ —+ Aonly — bg
(1.3.1)
AmmTm + ++ + ATy = bm
wobei a; # 0 fir allet =1,...,m.

Insbesondere ist m < n. Wir analysieren die zwei Félle: m = n und m < n.

(A) Nehmen wir an, dass m = n. Dann ist das System folgender Gestalt:
anTi+aprs + -0 FaimTym =by

A99%y + +++  +QanTym =bo
(1.3.2)

FCmmTm :bm
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Nach Voraussetzung ist a,,.,, # 0. Dann gibt die letzte Gleichung in (1.3.2))

b,

Qmm,
Deswegen konnen wir den gefundenen Wert fiir x,,, substituieren, und den Wert fiir
Tm—1 finden. In der drittletzten Zeile haben wir nur die Unbekannten z,,_o, ,,_1
und z,,. Dann kénnen wir die gefundenen Werte fiir z,,_; und z,, substituieren
und den Wert fir z,,_» finden. Man kann dieses Verfahren iterieren und findet eine

Losung des Systems ((1.3.2)).

Bemerkung 1.3.1

Wir sollten bemerken, dass in diesem Fall (ndmlich fir lineare Gleichungssysteme in
Zeilenstufenform mit m Unbekannten und m Gleichungen) das System eine Losung
hat und diese Losung eindeutig ist.

Ty = . In der vorletzten Zeile sind die einzigen Unbekannten x,,_; und x,,.

Beispiel 1.3.1
(A) Loésen wir das folgende System:

2¢ — 3y + z = 5
2y — bz = 4
3z = 2
Aus der letzten Zeile erhalten wir z = %; substituieren wir diesen Wert fiir z in
der zweiten Zeile, also 2y — 5% = 4 dann erhalten wir y = 1—31 Wir ersetzen die
gefundenen Werte fiir y und z in der ersten Zeile und finden x = 2—;’ Also ist die
Losung des Systems gleich (2,4, 2).

(B) Es sei m < n. Dann konnen wir ([1.3.1)) schreiben als

ayT1+apTy + o FamTm =b1 —(G1ma1 g + - Qp®y)
AT + -+ FA Ty =by  —(A2ms1Tmi1 + - -+ G2nTy)
(1.3.3)
+AmTm, :bm _(amm-l—lxm—‘rl + -+ amnxn)
Gegeben seien beliebige reelle Werte ¢,,,11, ..., 1, fir die Unbekannten z,,.1,..., 2,

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mit m Unbekannten
Z1,..., Ty, und m Gleichungen:

anT1+aers + 0 a1, Ty =by —(a1ma1tmer + -+ + ainty)

22T + -+ Ty =bo —(agmi1tmer + -+ + agnty)
(1.3.4)

+ammTm :bm _(amm+1tm+1 + -+ amntn)

Dann kann man das Verfahren in (A) benutzen, um eine Losung des Systems
(1.3.4]) zu finden. Wir bemerken, dass in diesem Fall die Werte fir zq,...,xz,, von
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bm - (amerlthrl + -+ amntn)

tmit,--.,t, abhangen. Genauer gesagt ist z,, =

usw. die Losung fur ((1.3.3) der Gestalt

(Pr(tmsts o tn)s Potmats - oo tn)s e ooy Pttty - o5 tn)s tmgty - - tn)  (1.3.5)

amm

wobei Pi,..., P, ersten Grades Polynome in t,,.1,...,t, sind. Weil die Werte der
Parameter t,,,1,...,t, beliebig sind, das System ({1.3.3) unendlich viele Losungen
hat, (1.3.5)) die man erhélt, wenn man die n-m Parameter ¢,,,1,...,t, € R variiert,

sagen wir, dass (|1.3.3) oo™ ™ Lésungen hat.

Beispiel 1.3.2

(B) Losen wir das folgende System (mit m = 2 Gleichungen und n = 3 Unbekan-
nten)

2 — 3y + 2z = 9

{ 2 — 52 — 4 (1.3.6)

Wir konnen z als einen Parameter ¢ € R betrachten, und l6sen

2 — 3y = o5 — t

Fiir jedes feste ¢, hat das System zwei Gleichungen und zwei Unbekannte (x
und y). Aus der letzten Zeile erhalten wir y = 2 4 3¢, und mit der Hilfe der ersten
Zeile haben wir x = 2213 Also ist die Menge aller oo! Losungen des Systems
(1.3.6) gegeben durch

22 4+ 13t 5
{(Z,2+2t,t) ,teR} (1.3.8)

Fragen und Vertiefungen 1.3.1

In der Mathematik ist es immer “gefahrlich” eine Auswahl zu treffen, das heifit:
wenn wir eine Auswahl getroffen haben, sollten wir immer nachpriifen, dass das,
was wir gefunden oder bewiesen haben, unabhéngig von unserer Auswahl ist!

In Beispiel [1.3.2] haben wir gesagt: "Wir kénnen z als einen Parameter ¢ € R
betrachten", aber das ist eine Auswahl! Ist die Menge aller Losungen von ([1.3.6))
unabhéingig von dieser Wahl? Wir hétten y als einen Parameter s € R wahlen
konnen und l6sen

2c + z = 5 + 3s
{ —bz = 4 — 2s (1.3.9)
Sie konnen nachpriifen, dass die Menge der Losungen des Systems ([1.3.9)) gegeben
ist durch 135429 254
s s —
R;. 1.3.1
{< 0 Y5 >’8€ } (1.3.10)

Sind die zwei Mengen ((1.3.8) und ({1.3.10]) diesselben?
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Vorlesung 2 - 24.10.2016

1.3.2 Beschreibung des GauB-Jordan-Algorithmus

Wie wir schon gesagt haben, wenn ein lineares Gleichungssystem Losungen hat,
erlaubt uns der Gau-Jordan-Algorithmus, ein lineares Gleichungssystem mit einem
neuen “dquivalenten” linearen Gleichungssystem in Zeilenstufenform zu wechseln.
Zuerst, was ist ein aquivalentes lineares Gleichungssystem?

Definition 1.3.2
Zwei lineare Gleichungssysteme heiflen dquivalent, wenn wir die beiden Systeme mit
folgenden Operationen ineinander tiberfithren kénnen:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen;
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor der ungleich Null ist;
(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen.
Wir bezeichnen diese Operationen mit folgender Notation:
(1) Vertauschung von i-Zeile Z; und j-Zeile Z;: Z; < Z;;
(2) Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor A # 0: \Z

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Z; +\Z;, mit ¢ # j und
AeR.

Bemerkung 1.3.2
Es gibt eine vierte “triviale” Operation: Wenn eine Zeile des Systems der Gestalt ist
0 =0 (ndmlich gibt es i € {1,...,m} sodass a;; = 0 fiir alle 7, und b; = 0), kénnen
wir diese Zeile 16schen.

Bemerken Sie, dass wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = b; hat, mit
b; # 0, ist die Menge der Losungen leer.

Wir sollten etwas sehr wichtiges bemerken: die drei Operationen oben sind
umkehrbar! Als Folgerung haben wir die folgende:

Proposition 1.3.1
Aquivalente lineare Gleichungssysteme haben dieselbe Menge der Lisungen.
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Beweis: Es seien ¥; und 5 die Mengen der Losungen von zwei aquivalenten linearen
Gleichungssystemen. Wir miissen beweisen, dass >; = X5, oder dquivalent gesagt,
dass ;1 C Y5 und Xy C 3.

(1): Es sollte klar sein, dass die Menge der Losungen eines linearen Gleichungs-
systems unabhangig von der Ordnung der Zeilen ist.

(2): Es sei ¥ die Menge der Losungen des Systems

a1121 + @122 + -+ - + A1 Ty = bl
;11 + ;9T + 4 QinTy = bz (1311)
Am1T1 + QpaZo + -+ + Qpp®yn = bm

und Y5 die Menge der Losungen des Systems

111 + a19T9 + -+ - + a1y = b1
)\(aﬂwl + ajppxr9 + - + CLml’n) = )\bZ (1312)
Am1T1 + AmaTa + - -+ + ATy = bm

wobei A € R\ {0}. Es sei (y1,...,yn) € X1, also ajyr + ajoys + -+ + @jnyn = b;
fir alle 5 = 1,...,m. Insbesondere ist a;1y1 + apoy2 + - -+ + @iy, = b; und daher
Mainyr + aigya + - - - + @inyn) = Ab;. Wir erhalten ¥; C ¥o. Bis jetzt haben wir nicht
benutzt, dass A # 0. Aber, um zu beweisen, dass 35 C ¥, muss A # 0 sein! (*) In
der Tat, wenn A\ # 0 ist, konnen wir die i-Zeile durch A dividieren (Operation (2) ist
umkehrbar), und erhalten zurtick. Deshalb kénnen wir dasselbe Verfahren
wie oben benutzen um zu beweisen, dass Xy C ;.

(3): Es sei das System mit der Menge der Losungen gegeben durch 3.
Jetzt nehmen wir ein neues System ’, wobei die Zeilen 21, ..., Z; 1, Zix1, .-, Zm
dieselben des Systems sind, und die neue i-Zeile Z! gegeben ist durch
Zi + \Zj, d.h.

a1 + ;90X 2 + -+ AinLp -+ )\(ajl.rl + (ng.iEg + - ajn;rn) = bl + /\bj,

fir einen j # ¢ (**). Es sei X seine Menge der Losungen. Wenn (y; ...,y,) €
Y1, dann ist ap1y1 + apgys + - + appy, = by fur alle h = 1,...,m, insbesondere
a;1y1 + @igya + - -+ ainyn = b und a;1y1 + ajoys + - - - + ajny, = b;. Deshalb erhalten
WiI’, dass a;1Y1 + Ai2Yo + - + AipYn + )\(aﬂyl + Qji2Y2 + - ijnyn) = bl + )\bJ iSt,
und Y7 C ¥y, Um zu beweisen, dass Yy C ¥, benutzen wir die Tatsache, dass die
Operation (3) umkehrbar ist. In der Tat, ist Z] — AZ; genau Z;. Mit demselben
Verfahren wie oben konnen wir beweisen, dass >y C >4, also X1 = Y.

O
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Fragen und Vertiefungen 1.3.2

(a)

Im Teil (2) dieses Beweises haben wir gesagt, dass 3; C Y, unabhéngig von
A # 0 oder A = 0. Aber, um zu beweisen dass >»; = Y5, brauchen wir im
Allgemeinen, dass A # 0 (*). Warum?

(al) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11)) und (1.3.12)) mit A = 0, sodass

S C Y.
(a2) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11]) und (1.3.12) mit A = 0, sodass
Y= .

Die Beispiele in (al) und (a2) zeigen uns, dass wenn A = 0 ist, wir nicht sagen
kénnen, ob Y = X5 ist oder nicht. Wir wissen nur, dass >; C >,.

Im Teil (3) dieses Beweises haben wir angenommen, dass j # i (**). Warum?
Es sei j =4 im System (|1.3.11))” und X5 seine Menge der Losungen.

Finden Sie die Werte von A, sodass 1 = .

Es sei ([1.2.1)) ein lineares Gleichungssystem. Der Gauf-Jordan-Algorithmus

hat verschiedene Stufen:

1.

Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = b; hat, konnen wir entweder
die Zeile 16schen oder das System hat keine Losung (Bemerkung . Also
kénnen wir annehmen, dass es ein ¢ und j gibt, sodass a;; # 0. Wenn j > 1
kénnen wir die Unbekannten z; und z; wechseln und annehmen dass a;; # 0
ist.

. Mit Hilfe der Operation (1) kénnen wir annehmen, dass a;; # 0.

. Wir multiplizieren die erste Zeile durch aj; (Operation (2)) und erhalten ein

aquivalentes System mit a;; = 1.

. Wir substituieren die zweite Zeile Zy mit Zy — a9 7, die dritte Zeile Z3 mit

Zs —az121.... die m-Zeile Z,, mit Z,, — a,,1Z1 und erhalten ein aquivalentes
System der Gestalt:

T 4 apry + -+ oa,r, = b
ayoTy + oo+ abx, = U

- ? ’ (1.3.13)
a oty + - 4+ ax, = b

Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = 0 hat, konnen wir diese Zeile
loschen. Wenn wir eine Zeile der Gestalt 0 = b, haben, mit b, # 0, dann hat
das System ((1.3.13), und auch das System (|1.2.1]) keine Losung.
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5. Wenn m > 1, gibt es einen aj; # 0, mit i > 1. Jetzt kénnen wir die erste Zeile
so lassen und arbeiten mit den anderen Zeilen. Ahnlich wie in Stufen 1., 2.
und 3. kénnen wir mit Hilfe der Operationen (1), (2) ein neues dquivalentes
System der folgenden Gestalt erhalten:

T4+ alyry + dlgrs + - 4+ ajx, = )
ro  + ahsrs + oo+ ah,x, = b
" " o 1/
U333 + o0+ ag,an = by (1.3.14)
" " o 1/
aysrs + - + a,x, = b

Noch einmal: wenn eine Zeile des Systems 11.3.141 der Gestalt 0 = b ist,
dann im Fall b/ # 0 das System (1.3.14)) (und so (1.2.1))) keine Losung hat,
ansonsten konnen wir die Zeile 0 = 0 16schen.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir entweder ein System ohne Lo-
sungen, oder ein System in Zeilenstufenform (1.3.4)). Dann kénnen wir die Methode
wie in Sektion [I.3.1] beschrieben benutzen, um die Menge aller Losungen zu finden.

Beispiel 1.3.3
Losen wir das System

Ty + 2%2 + 31’3 = 1
2371 + i) + 41‘3 = 2
3551 — 31132 + x3 = 1

Mit dem obigen Verfahren haben wir

T+ 21’2 + 3273 =1 ry + 2112 + 31’3 = 1
201 + o + 4dxz3 = 2 Do Za2, -39 — 223 = 0 Zoo =32
31‘1 — 35172 + x3 = 1 M} —93172 - 8[[‘3 = =2
Ty + 2z + 3x3 = 1 Ty + 229 + 33 = 1
2 _ 2 —
) + gfL’g = 0 To + gfL’g = 0
~9zy — 8zz = —2 L2EDA, —opy = —2 Dol

r1 + 229 4+ 3x3 = 1

To +*$3:0



12 KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Das obige System hat die (eindeutige) Losung (—3, —32,1).

Beispiel 1.3.4
Losen wir das System

T3 + 2x4 = 3
271 + 4xy — 213 —4 (1.3.15)
2$1+4$2— T3 +2ZE4:7

Mit dem obigen Verfahren haben wir

T3 + 24 = 3 2x1 + 4re — 215 =4
Z1<—)Z2
2$1+4[E2—25E3 =4 x3 +2l‘4:3
o3
e
2£E1+4[E2—233 —|—2$4:7 2$1+4$2—ZL’3+2$4:7
21’1 + 4ZL'2 — 21’3 =4 Zlﬁézl ry + 2[L’2 — I3 =2
E——
Z2*>ZQ*2Z1
— < 2x1 +4xy — 13 + 204 =7 201 + 4xg — 23 + 2204 =7
ZT3 +2$4:3 $3+2I4:3
l’1+21’2—$3 =2 1’1—$3+2$2 =2
N T3 —|— 2[E4 = 3 ToisT3 T3 —|— 2[E4 = 3
Z34)Z37Z2
.1'3+2(E4:3 T3 +2$4:3
T1 — x3 + 229 =2
1 — 3 + 229 =2
T3 + 2%4 =3
— —
T3 + 2ZE4 =3
0 =0

Das obige System ist in Zeilenstufenform und hat 4 Unbekannte und 2 Gleichungen.
Mithilfe der in Sektion (B) beschriebenen Methode, konnen wir x5 und x4 als
Parameter ¢ und s nehmen und das folgende System mit 2 Unbekannten (z; und
x3) und zwei Gleichungen losen:

{xl—x3:2—2t

5o (1.3.16)

Sie konnen nachpriifen, dass die Menge der Losungen des Systems ((1.3.16f), und auch
des Systems ((1.3.15]), gegeben ist durch

{(b—2t—2s,t,3—2s,5) | t,s € R}.

Also hat das System oo?-Losungen.
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Beispiel 1.3.5
Es sei das folgende Gleichungssystem gegeben:

r1 + X2 = 1
r, + 2%2 -+ 25(}3 = 4
T2 + 21‘3 = 4
Dann haben wir
T+ X =1 g2z T+ X2 =1
$1+2£E2+2I3:4 .172+2{E3:3
ro + 2w3 = 4 ry + 223 = 4 z,2, 2,
ST
ry + 29 =1
To -+ 25E3 = 3
0 =1
Wegen der letzten Zeile hat das System keine Losung.
Vorlesung 3 - 27.10.2016

Wir schlieflen dieses Kapitel mit folgender:

Proposition 1.3.2

Es ser
a11T1 + G12T2 + - - - + A1 Ty, =b

I
e
[\

a91X1 + Qoo + - -+ + AopnTy
' (1.3.17)
A1 1 + AmaT2 + - -+ QpnTy, = bm

ein lineares Gleichungssystem. Nehmen wir an, dass die Menge Y seiner Losungen
nicht leer ist, d.h. es gibt y = (y1,...,yn) € R, sodass die Gleichungen in ([1.3.17)
Identitaten sind.

Es ser
a11T1 + a1eTa + -0 + a1y =0
A21%1 + Q22T + -+ - + A2p Ty =0 (1.3.18)
A1 1 + Qoo + -+ + Ap Ty, = 0

das dazugehorige homogene lineare Gleichungssystem mit Menge der Losungen gegeben
durch .
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Dann ist die Menge ¥ der Losungen des Systems (1.3.17)) gegeben durch
Y+ Yo ={(yr, ... un) + (20,...,20) | (29,...,20) € 5},

Beweis. Wir sollen beweisen, dass > C y + > und y + Xy C 2.

e Essei y' = (y,...,y,) € ¥ eine beliebige Losung des Systems (1.3.17)), d.h.
y' € X. Dann haben wir, dass >°7_; a;;y; = b; fir allei = 1,...,n. Weil y € ¥, ganz
analog haben wir }°7_, a;;y; = b; fir alle: =1,...,n. Also

j=1

Sy — ) = Y ayy, — Y ayy; =0 firallei=1,...,n,
J=1 j=1

und y'—y = (yi—v1, - - -, Y, —Yx) ist eine Losung des Systems (1.3.18), d.h. y/—y € X,.
Wir schlieen, dass ¢/ =y + (v — y) € y + Xy, also X C y + 3.

o Essei (1, yn) + (2%,...,2%) = (y1 +29,...,yn + 2°) € y + Xp. Dann
haben wir

> aij(y; +x?) = aiy; +Zaij~x? =b+0 firallei=1,...,n.

J=1 J=1 J=1

Also, (Y1, yn) + (29,...,2°) € Zund y + 3y C 2. O
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2.1 Matrizen: Definitionen und Operationen

Definition 2.1.1

e Es seien m,n € N natiirliche Zahlen. Dann heifit das “rechteckige Schema”

aip Gz - Qin
T (2.1.1)
am1 ar;zQ T an.%n
eine m x n-Matrix. Hier ist a;; € Rfirallei =1,...,mund j =1,...,n (d.h. dass

A eine Matrix mit reellen Koeffizienten ist). Diese m x n Zahlen heien die Eintrdige
der Matrix. Bezeichnet a;; das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

e Die Menge aller m x n-Matrizen wird durch M,, ,(R) bezeichnet sein. Man
schreibt dafiir

A = (a)1<i<m,
1Zj<n

oder kurz

A = (ay;),
wenn die Laufbereiche der Indizes klar sind. Das Paar (m,n) wird der Typ der
Matrix genannt.

e Die Indizes ¢ und j geben die i-te Zeile und j-te Spalte an. Genauer

gesagt, ist die erste Zeile von A gegeben durch (aq1, a2, ..., a1,), die zweite durch
(ag1, a9, ..., a9,), ..., die m-te durch (an1,ais,...,an,). Ganz analog ist die j-te
Spalte von A gegeben durch

alj

a2j

Amyj
fir alle j =1,...,n.

e Eine 1 x n-Matrix
(0/1, as, ... aan)

wird n-dimensionaler Zeilenvektor genannt. Analog wird eine m x 1-Matrix

b1

by

bm,

m-dimensionaler Spaltvektor genannt.
e Fine Matrix mit n Zeilen und n Spalten wird quadratische Matriz genannt.
Oft werden wir die Menge aller n x n-Matrizen mit M, (R) bezeichnen.
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Beispiel 2.1.1

Die Matrix )
3
N

ist eine 2 x 3-Matrix mit reellen Eintragen, also A € M, 3(R).
Ihre zwei Zeilen sind gegeben durch

(1 —2 %) und <\/§ 5 2)

und ihre drei Spalten durch

A:

1 —2
, und

i)\

Das Element in der 2-ten Zeile und 1-ten Spalte ist /3.

wiN

[\

2.1.1 Matrizenaddition

Definition 2.1.2

Es seien A = (a;;) und B = (byn) zwei Matrizen. Dann kénnen wir A und B
addieren, wenn sie vom selben Typ sind. Also, es sei A des Typs (m,n) und B
des Typs (p, ¢), dann kénnen wir A und B addieren genau dann, wenn m = p und
n = q. In diesem Fall ist A + B gegeben durch

A + B = (CLij + bij)lgigm

1<j<n

4 2 4 0
A—( _1> und B_<§—10>

Dann konnen wir A und B nicht addieren, weil A des Typs (2,2) ist (also A €
M5(R)) und B des Typs (2, 3).
Die Matrizen

2 T =2 2 4 0
C‘(éo»@) “dB—(;—4o>

konnen addiert werden (ihr Typ ist in beiden Féllen (2, 3)) und ihre Summe gegeben
durch

Beispiel 2.1.2
Es seien

Wi DN

4 447 -2
C+B—<185 + ﬂ)
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Es sei (R, +) die Menge aller reellen Zahlen mit Operation + (Addition). Also,
ist + eine Abbildung
+:RxR —- R

(a,b) +— a+b

mit folgenden Eigenschaften:

1. Assoziativitdt: Fur alle a,b und ¢ € R gilt

a+(b+c)=(a+b)+ec.

2. Kommutativitat: Fir alle a,b € R gilt

at+b=b+a

3. Ezxistenz des neutralen Elements: Das Element 0 € R erfullt
a+0=0+a=a
fir alle a € R.

4. FExistenz des inversen Elements : Fur alle a € R, gibt es ein Element b € R,
sodass
a+b=b+a=0.

Dieses Element ist natiirlich gegeben durch —a.

Jetzt nehmen wir die Addition +, betrachtet als Operation zwischen Matrizen des-
selben Typs:
+: My n(R) X My, o (R) = M, ,(R)

Wir mochten dieselben Eigenschaften der Operation +: RxR — R beweisen. Zuerst
brauchen wir zwei neue Konzepte.

Definition 2.1.3

e Fiir jedes Paar (m,n) heiBt die Matrix O € M,,,(R), deren Eintriage alle
gleich Null sind, die Nullmatriz (des Typs (m,n)).

o Fiir jede A = (a;;) € My, n(R) heiBt die Matrix —A := (—a;;) € M0 (R)
das (additive) inverse Element.

Beispiel 2.1.3
Es sei

(ST )
S 3
Sl
N DN
N———
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Dann

)

(37 )
AT )00

Von der Definition der Matrizenaddition kann man leicht die folgende Propo-
sition nachpriifen.

und

C+(—C):<

SUL \V]

Proposition 2.1.1
Es sei (M, n(R),+) die Menge aller reellen Matrizen des Typs (m,n) mit
Matrizenaddition

+: Mpn(R) X My (R) — My n(R)
(A, B) — A+ B.
Dann erfillt das Paar (M, ,(R),+) folgenden Eigenschaften:
1. Assoziativitit: Fir alle A, B und C € M, ,(R) gilt

A+(B+C)=(A+B)+C.

2. Kommutativitit: Fir alle A, B € My, ,(R) gilt

A+B=B+A

3. Euxistenz des neutralen Elements: Das Element O € M, ,(R) erfillt

A+0=0+A=A
fir alle A € M, ,(R).

4. Ezistenz des inversen Elements: Fir alle A € M, ,,(R) gibt es ein Element
B € M, »(R), sodass

A+B=B+A=0.
Dieses Element ist gegeben durch —A.

Fragen und Vertiefungen 2.1.1

Wir haben Matrizen mit reellen Koeffizienten definiert, d.h. Matrizen A = (a;;)
mit a € R fiir alle ¢ und j. Im Prinzip kann man auch Matrizen mit anderen
Koeffizienten definieren. Zum Beispiel sei K entweder die Menge N oder Ny, oder Z
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oder Q. Es sei M,, ,(K) die Menge aller Matrizen mit Koeffizienten in K. Natiirlich
gilt
Mm,n(N) g Mm,n(NO) g Mm,n(Z) g Mm,n(Q> g Mm,n(R>-

Zum Beispiel

a= (5 3)emm. p=( 5 2) em@ a ¢ 0w

% 2 T 2
0(3 4)EM2(@), D=<3 4>6M2(R)(und ¢ Mz(Q))

Fiir solche Mengen kann man die Addition + definieren.

e Fiir welche K erfiillt (M, (K),+) die vier Eigenschaften in Proposition [2.1.1]?
Fiir jede K, beschreiben Sie welche Eigenschaften von Proposition erfiillt
werden und welche nicht.

2.1.2 Skalarmultiplikation

Jetzt wollen wir eine andere Operation definieren, die einen Skalar k (d.h.
k € R) und eine Matrix einbezieht.

Definition 2.1.4
Die Skalarmultiplikation ist eine Operation

R X Mpn(R) — My,n(R)
(k, A) > kA

wobei die Matrix kA gegeben ist durch (ka;;) furallei=1,...,mund j=1,...,n.
Hier a;;, fir i =1,...,mund j = 1,...,n, bezeichnen die Koeffizienten der Matrix

A.

Beispiel 2.1.4
A= (

Vorlesung 4 - 31.10.2016

-1 2 0 -3 6 0
% 17r> dann 3A—<2 33%)

Wir haben folgende

Proposition 2.1.2
Die Skalarmultiplikation erfillt folgende Eigenschaften:
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5. (h+k)A=hA+ kA  fir alle h,k € R und A € M, ,(R);
6. h(A+ B) =hA+hB fir alleh € R und A, B € M,, ,(R);
7. hkA = h(kA)  fir alle h,k € R und A € M,, ,(R);

8. 1A=A  fir alle A € M, »(R).

Beweis. Ubung. O

2.1.3 Matrizenmultiplikation

Es sei
Az(al as - an)
ein n-dimensionaler Zeilenvektor, und
b
|
by

ein n-dimensionaler Spaltvektor. Das Produkt dieser Matrizen ist die folgende Zahl:

b

by -
A_B:<a1 Ay *-- an>- : Z:a1b1+a262+"'anbn:Zajbj'

: Jj=1

bn

Im Allgemeinen seien A € M,,,(R) und B € M, ,(R): also ist die Anzahl der
Spalten von A genau die Anzahl der Zeilen von B. Dann kénnen wir wie folgt eine
neue Matrix definieren, bezeichnet mit A - B (oder kiirzer AB), die in M, ,(R) ist.
Es seien A% die i-te Zeile von A, d.h. AD = (a;1 ai2 -+ a;n), und By, die k-te
Spalte von B, d.h.

bix

bnk

Wie wir oben erklirt haben, konnen wir A® mit B(x) multiplizieren und erhalten

Cyp, = A By = aitbix + aipbog + -+ + ainbpy, = Z abj, € R.
j=1
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Definition 2.1.5
Es seien A € M,,,(R) und B € M, ,(R). Dann ist A- B die Matrix in M,, ,(R)
definiert als

A- B = (Ci)i<i<m

1<k<p

Beispiel 2.1.5
Es seien

1 2 3 1 0
A.—<4 5 6> und B.—<4 1).

Dann konnen wir A - B nicht definieren, weil A € M, 5(R) und B € M;5(R). Aber
B - A kann definiert werden, und es ist gegeben durch

1 2 3
zaA_<8]318>eMm®y

Bemerkung 2.1.1
Das obige Beispiel sagt uns, dass wenn A - B definiert ist, kann B - A nicht definiert
sein.

Im Allgemeinen, wenn A € M, ,,(R) und B € M, ¢(R), dann
e A - Bist definiert (und des Typs (m,s)), genau dann wenn n = r;
e B - A ist definiert (und des Typs (r,n)), genau dann wenn s = m;

e A-B und B - A sind definiert, genau dann wenn n = r und s = m. Aber im
Allgemeinen ist

|A-B+#B-All

2 3 10

01 2 3
A-B:<3 2) und B-Az(1 0)

Definition 2.1.6 « Das Kronecker-Delta (oder Kronecker-Symbol) ist das
mathematische Zeichen definiert als

@f:{l falls 7 = j

Zum Beispiel, es seien A = ( Lo ) und B = ( 01 ) Dann sind

0 fallsi#j.

Dabei kénnen ¢ und j Elemente einer beliebigen Indexmenge I sein.
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e Die n X n- Finheitsmatriz I,, ist definiert als

10 0 --- 0
o1 0 --- 0
I, = <5ij)1§i§n = ;
1<j<n
00 O 1

Zum Beispiel haben wir

10 1 00
11:(1), _[2: ( 0 1 > und 13: 010 .
0 01

Fortan wird das Produkt A - B mit AB bezeichnet.

Satz 2.1.3 (a) Es seien A, B € M,,,(R), C,D € M, ,(R) und k € R. Dann gilt
1. (A+ B)C = AC + BC;
2. A(C+ D)= AC + AD;
3. A(kC) = k(AC) = (KA)C;
4. Al, =A, I,LC=C.
Figenschaften 1. und 2. heiffen Distributivgesetz.

(b) Es seien A € M, ,(R), B € M, ,(R) und C € M, (R). Dann gilt
(AB)C = A(BC). (2.1.2)
FEigenschaft (2.1.2)) heifit Assoziativitit des Produkts.

Beweis. (a)
Es seien A® = (a;; azo -+ - as) (bzw. BY = (biy big - - - b)) die i-te Zeile von
A (bzw. B), wobei i = 1,...,m, und

die k-te Spalte von C, wobei k = 1,...,p. Das Element in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte der Matrix (A + B)C' ist gegeben durch

(A+ B)(i)c(k) = (a1 + bi)c1g + (a2 + bio)cog + - - - + (Qin + bin)Cnk
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und das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix AC' + BC' ist
gegeben durch

A(i)c(k) + B(i)c(k) = (@ cik + @inCor + - -+ QinCnk) + (birCix + bioCor + - - - binCni),

also 1. folgt.
Der Beweis der Eigenschaften 2. und 3. ist eine Ubung.

4. Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A, ist gegeben
durch

A(l) (In)(J) = ail() + .- a,-j_lO + aijl + aij+10 4+ 4 amO = aij-

Weil 4 und j beliebig sind, erhalten wir Al,, = A. Ahnlich kann man beweisen,
dass I,,C = C.

(b) Zuerst bemerken wir, dass AB € M,,,(R), also kénnen wir die Matrizen
AB und C multiplizieren. Ahnlich ist BC in M, .(R), also kénnen wir A mit
BC multiplizieren. Das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
(AB)C ist gegeben durch

(AB)OCuy = (AYBuy)ein + (ADBgy)can + - - - + (AD By )epn
= (@itbi1 + aigbor + - -+ + ainbp1)cin+
+(anbia + aioboy + - -+ + ainbpa)cop + - - - (2.1.3)
R (aﬂblp + ClinQp + -+ ambnp)cph =
= D1<j<n aijbjkckh .
1<k<p

wobei (AB)® die i-te Zeile der Matrix AB ist.

Andererseits ist das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
A(BC') gegeben durch

ANBC)n) = an(BYWCw) +an(BPC) + - + ain(B™WC)
= a1 (biicip + bracop + - -+ + bipcpn)+
Faia(barcin + bazcon + -+ + bopCpn) + -+ (2.1.4)
coo o+ Qin(bpicin + bpaon + -+ + bupCpn) =
= >1<j<n @ijbjkCrp -
1<k<p
WEeil 7 und h beliebig sind, nach und konnen wir schlieflen, dass
(AB)C = A(BC).
O

Bemerkung 2.1.2

Nach folgt, dass das Produkt von mehreren Matrizen definiert werden kann.
Genauer gesagt, seien es A € M, ,,(R), B € M, .(R) und C € M, ;(R). Dann

kénnen wir nach die Matrix ABC € M, (R) entweder als A(BC) oder
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als (AB)C' definieren. Mit anderen Worten, erlaubt uns, die Klammern zu
“vergessen”.

Gegeben Matrizen A;, i = 1,..., N, sodass A; mit A;,; multipliziert werden
kann fiir alle s =1,..., N — 1, das Produkt

AjAy - Ay

definiert werden kann als, z.B. (...((A142)A;z---)Ay). Hier “zum Beispiel” be-
deutet, dass nach (2.1.2]) die Ordnung der Multiplikation gewahlt werden kann, weil
das Ergebnis dasselbe ist.

1.

Vorlesung 5 - 03.11.2016

2.1.4 Die Transponierte einer Matrix

Definition 2.1.7

Es sei A eine Matrix des Typs (m,n). Mit AT bezeichnen wir die Matrix des Typs
(n,m), die als Spaltenvektoren genau die Zeilenvektoren von A hat. Aquivalent
gesagt, es sei

11 A2 - Aip
Q21 Q22 -+ QAap
A — . . . E Mm,n(R>7
Am1 Am2 - Amn
dann
11 A21 - Aml
Q12 A2z - Am2
T
AT =| 7 | € My (R).
A1n A2n *°* Qmp

Die Matrix AT wird Transponierte der Matrix A genannt.

Beispiel 2.1.6

Es gilt
10 -5\ (1)? (o8 (o
21 -3) | o ) " 13) ~\83

Proposition 2.1.4
Es sei A € My, ,(R). Dann (AT)T = A.
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Beweis. Es sei

ai; Gz - Qin
a a e a9y,
A - _21 _22 2 € Mm,n(R)a
Am1 Am2 - Amp
dann
T
ai; Q21 -+ Qml ai;  aiz2 - Qin
(AT)T = a'12 a?2 e 07?12 _ a?1 Cl.22 e a?n A
A1p QA2n - Gmp Am1 Am2 -~ Gmn
O
Definition 2.1.8 « Eine quadratische Matrix A = (a;;) € M, (R) heifit
symmetrisch, falls
Qi = Aj; fur alle Z,] = 1,...,71. (215)
Also sind die Eintrige spiegelsymmetrisch beziiglich der Hauptdiagonale.
Mit anderen Worten, ist A symmetrisch genau dann, wenn
AT = A.
« Eine quadratische Matrix A = (a;;) € M,(R) heifit
antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), falls
a;; = —a;; firalle i,7=1,...,n. (2.1.6)

Mit anderen Worten, ist A antisymmetrisch genau dann, wenn
AT = —A.

Bemerkung 2.1.3
Gleichung (2.1.6)) impliziert, dass wenn A antisymmetrisch ist, dann a;; = 0 fir alle

1=1,...,n.

Beispiel 2.1.7
Die folgenden Matrizen sind symmetrisch

(12) _f‘
2 3 .

und die folgenden antisymmetrisch

0 2
-2 0

DI PN =
~J o= Ut

N———
|

ot = O
| |
SI= O =
ool Ot
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Fragen und Vertiefungen 2.1.2
In Hausaufgabe 2 sollen Sie beweisen, dass gegeben A, B € M,, ,(R) und
C e M, ,(R), dann gilt

(A+ B =A" + BT und (AC)" =CTAT.
Mit Hilfe von obigen Gleichungen, beantworten Sie folgende Fragen:

(i) Seien A und B symmetrische Matrizen, also A, B € M,(R).

e Ist A 4+ B symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.

o [st AB symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn “Nein”
finden Sie Bedingungen von A und B, sodass AB symmetrisch ist.

(ii) Seien A und B antisymmetrische Matrizen, also A, B € M, (R).

e Ist A+ B antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.

e Ist AB antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn
“Nein” finden Sie ein Gegenbeispiel.

2.2 Invertierbare Matrizen

Definition 2.2.1
Es sei A eine quadratische Matrix A € M,,(R). Dann sagen wir, dass A invertierbar
ist, wenn es eine Matrix B € M, (R) gibt, sodass

AB=BA=1,. (2.2.1)
Die Matrix B heifit die Inverse der Matrix A.

Beispiel 2.2.1
Die Matrix I, ist invertierbar fiir alle n € N, mit Inverse gegeben durch I,.

Satz 2.2.1
Es sei A € M,(R) eine invertierbare Matriz. Dann gilt:

(a) Die Inverse von A ist eindeutig definiert, d. h. wenn By und By existieren, die
(2.2.1) erfillen, dann By = Bs.

Wir bezeichnen mit A= die Inverse von A.
(b) Die Matriz A~" ist auch invertierbar, und (A=)~ = A.

(c) Wenn Ay und As invertierbar sind, dann ist A Ay invertierbar und (A1 Ay) ™! =
AT AT
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Beweis. (a) Es seien By, By € M,(R) die (2.2.1)) erfullen. Dann gilt
B1 = Blfn == Bl(ABQ) - (BlA)BQ = InBQ == BQ,

wobei die obigen Gleichungen gelten aufgrund des Satzes[2.1.3
(b) Wir sollen die Matrix B finden (B ist eindeutig definiert wegen (a)), sodass

A'B=BA' =1,.

Weil A~! die Inverse der Matrix A ist, haben wir A='A = A~'A = I,,, also B = A.
(c) Wir sollen die Matrix B finden, sodass (A1 Ay) ™' B = B(A,4,)7! = I,,. Es

geniigt zu beweisen, dass
(A1 Ag) (A TATY) = (AJTAT Y (A Ag) = 1,
Wir haben
(AlAQ)(AglAl_l) - Al(AQAgl)Al_l - (Aljn)Al_l = AlAl_l - In .

Ahnlich kann man beweisen, dass (A;'A7')(A1Ay) = I,. Also ist (A;Ay)™" genau
ASTATE O

Fragen und Vertiefungen 2.2.1
Es seien Ay, ..., A, invertierbaren Matrizen. Beweisen Sie, dass A; - - - Ay invertier-
bar ist, und die Inverse ist gegeben durch A;'--- A7

A:@})

Wir beweisen, dass A invertierbar ist und finden die Inverse A~!. Also sollen wir

eine Matrix
a b
=0 0)

Beispiel 2.2.2
(1) Es sei

finden, sodass

AB = _[2 und BA = ]2, (222)
deshalb B = A~'. Essei B= [ ° Z , wobei a, b, c und d Unbekannte sind. Wir
konnen AB = I, in folgendes Gleichungssystem umsetzen:

a + c =1

b + d =0

2a + c = 0

2b + d =1
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Man kann nachpriifen, dass das System genau eine Losung hat, die gegeben ist durch
(a,b,c,d) = (—1,1,2,—1), also A™! = ( _é _1 ) Sie konnen auch nachpriifen,
dass A71A = L.

(2) Es sei
10
(1)

Wir beweisen, dass A nicht invertierbar ist. Also, gibt es keine Matrix

a b
o-(i 1)
sodass AB = I, und BA = I,. In der Tat, ist das Gleichungssystem &dquivalent
zur Gleichung BA = I, gegeben durch

a + 2b =
0 =

c + 2d =

0 =

—_ o O -

Nach der letzten Gleichung kénnen wir schlielen, dass das System keine Losung hat.
Also ist A nicht invertierbar.

Definition 2.2.2
Die Teilmenge von M, (R) von invertierbaren Matrizen ist bezeichnet durch GL,,(R).

Bemerkung 2.2.1
Wir bemerken, dass:

e Wenn A und B in GL,(R) sind, dann ist auch AB in GL,(R) (Satz (c)).
« I, € GL,(R) (Beispiel 2.2.1].
e Wenn A € GL,(R), dann A~! € GL,(R) (Satz (b)).
Fragen und Vertiefungen 2.2.2
o Ist die Nullmatrix O € M, (R) invertierbar?
o Gegeben A € GL,(R), ist —A € GL,(R)?

o Gegeben A, B € GL,(R), ist A+ B € GL,(R)?
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2.2.1 Invertierbare Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Es sei
a1, + aj9xg + - + a1y, = b1
9171 + Q9oTo + - -+ + aonT, = by
(2.2.3)
Ap1T1 + GpoX2 + -+ - + AppXy, = bn

ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten. Wir kénnen
(12.2.3) als

Ax=Db
schreiben, wobei
@11 Az - Qip T by
Qg1 Q22 - Q2q T3 by
A= ] o ] , X = ] und b=
an1 QAp2 - Gpp Tn bn

Nehmen wir an, dass die Matrix A invertierbar ist mit Inverse A=, Dann hat (2.2.3))
eine einzige Losung y = (y1 y2 - - - yn), die gegeben ist durch

(A~'b)T.
In der Tat, es sei y = (A~'b)7, dann ist y eine Losung des Systems (2.2.3)), weil
A(y") = A(A™'b) = (AA b =1,b=b.
Umgekehrt, es sei y’ = (v v - - - y.,) eine Losung des Systems (22.2.3)), dann sollen wir
beweisen, dass y’ = (A7!b)?. In der Tat haben wir A(y’')T = b, also At A(y")T =
A7lb, und (y')T = A='b oder, dquivalent gesagt, y' = (A~'b)T.
Bemerkung 2.2.2

Wenn b der Null-Spaltvektor ist, d. h. wenn das System (2.2.3)) homogen und A
invertierbar ist, dann ist die triviale Losung die einzige Losung von ((2.2.3)).

Vorlesung 6 - 07.11.2016
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2.2.2 Umkehrbare Abbildungen und invertierbare Matrizen

Jede n x n-Matrix A € M, (R) definiert eine “Transformation” oder Abbildung
von M, (R) nach M, (R), die wir mit £, bezeichnen. In der Tat, gegeben A, konnen

wir L4 als
Ly: M,(R) — M,(R)

B s A.B (2.2.4)
definieren, also L4(B) = A- B fur alle B € M,(R).
Bemerkung 2.2.3 « Wir kdnnen auch eine Abbildung R 4 als
Ra: M,(R) — M,(R) (2.2.5)

B — B-A

definieren. Bemerken Sie, dass im Allgemeinen £4 # R4, weil (wenn n > 1)
die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist!

« Wir haben die Abbildung (2.2.4)) (bzw. (2.2.5)) mit £4 (bzw. mit R4)

bezeichnet, weil wir die Matrix A links (bzw. rechts) von B multipliziert haben.

Mit der Abbildung £, haben wir die Menge M,,(R) in
La(M,(R))={A-B|Be M,(R)}

“lberfithrt”. Zum Beispiel, wenn A = O (die Nullmatrix), dann wird M, (R) die
Menge Lo(M,(R)) = {O}. Natiirlich ist die Abbildung Lo nicht umkehrbar, d. h.
es gibt keine Matrix C, sodass Lo o Lo = Identitat auf M, (R). In der Tat haben
wir

LcoLo(B)=Le(0-B)=Le(0)=C-0=0+#B firalle B # O.

11
1 1
oder invertierbar. In der Tat haben wir, dass

cam=ca((20)=(1 1) (0 0)= (e ire)

Also, das Bild L4(B) einer beliebigen Matrix B hat dieselben Zeilen, und L4(B)
ist kein beliebiges Element von M, (R). Sie konnen nachpriifen, dass diese Tatsache
impliziert, dass es keine Matrix C' gibt, sodass Lo o L4 = Identitéat.

Nun koénnen wir uns fragen: Wann ist die Transformation £4 umkehrbar? Mit
anderen Worten, wann ist die Abbildung L4 invertierbar? Genauer gesagt, wann
existiert B, so dass

Ein zweites Beispiel: Es sei A = ) Dann ist £4 nicht umkehrbar,

L4 o Lp = Identitdt auf M,(R) und Lpo L, = Identitat auf M, (R)? (2.2.6)

Wenn eine solche B existiert, bezeichnen wir £ mit £,
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Proposition 2.2.2
Es sei A eine invertierbare Matriz. Dann ist L4 invertierbar und L' = L 1.

Beweis. Wir sollen beweisen, dass die Gleichungen in (2.2.6) gelten mit B = A~
Wir haben

LA0La1(C)=LA(A-C)=A- (A C)=(A-A").C=1,-C=C.

Weil C eine beliebige Matrix ist, erhalten wir, dass £40L 4-1 = Identitét auf M, (R).
Ahnlich kann man nachpriifen, dass £4-1 o £4 = Identitit auf M, (R). O

2.2.3 Elementarmatrizen

Es sei 0; die m-dimensionale Zeile, deren Eintrage a;,, fur h = 1,...,m,
gegeben sind durch §;;, (das Kronecker-Delta). Also hat die Einheitsmatrix 1,,, Zeilen
91,02, ..., 0m (in dieser Ordnung).

Wir fiithren drei Typen von Elementarmatrizen ein:

1. Esseien 1 < i < j <m. Wir definieren die quadratische Matrix E;; € M,,(R)
als die Matrix, deren Zeilen 01,02, ...,0;,...,0;,...,0,, sind. Also

o1

E" —

v

Also kénnen wir Ej7 erhalten durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile
von I,,.

Beispiel 2.2.3

01 001
%:&O>,%:o1o,_%=
100

o O O =
O = OO
o O = O
_ o O O

2. Gegeben A € R\ {0}, sei E"(\) die quadratische m x m-Matrix, deren Zeilen
gegeben sind durch dy,...,Ad;, ..., 0. Also erhalten wir E™(\) von [, durch
Multiplizieren der i-ten Zeile von I,,, mit A # 0.
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Beispiel 2.2.4

0 100
Ei(\) = (o 1) EXN=[0 X0
00 1

3. Esseien 1 <i# j <mund XA € R. Wir definieren die Matrix E[J”()\) als die
quadratische m x m-Matrix, deren Zeilen gegeben sind durch
015+, 0i + Adjy o, 04y, O Also konnen wir Ej7 (M) von I, erhalten durch
Ersetzen der i-ten Zeile von [, mit der i-ten Zeile plus A-Mal die j-te Zeile
von I,,.

Beispiel 2.2.5

= (g 1) B0 -

O O =
O = O
= %

Definition 2.2.3
Die quadratischen Matrizen EJ?, Ei*(A) und EJ*()), die wir in 1., 2. und 3. einge-
fithrt haben, heiflen FElementarmatrizen.

Wenn der Typ der Matrix nicht notig ist, bezeichnen wir die Elementarmatrizen mit
EZ], Ez()\) und El]<)\>

Proposition 2.2.3
Alle Elementarmatrizen sind invertierbar und die Inversen sind Elementarmatrizen.
Genauer gesagt,

E;'=Ey, EN)'=EAT) und Ej(\) = Eg(—)).

Beweis: Zuerst beweisen wir, dass Eigl = I;;. Die h-te Spalte Sj, und h-te Zeile Z,
von E;; sind genau die h-te Spalte und h-te Zeile von I,,,, fiir alle b ¢ {3, j}. Weil I,
symmetrisch ist, erhalten wir Z] = S, fiir alle h ¢ {4, j}. Es ist einfach zu beweisen,
dass ZI' = S; und ZjT = §;. Also ist E;; symmetrisch und wir kénnen E;; als

E; = (5{...5?...5?...52)

beschreiben. Weil 6,07 = dyi (das Kronecker-Delta) fiir alle h, k, erhalten wir, dass
Ei;Eij = (&zk)%éﬁé:ﬂl = Iy

Es ist einfach zu beweisen, dass E; ( )yl = Ei(\7h).

Um zu beweisen dass E;;(\)~' = Ej; ( A), bemerken wir zuerst, dass die Spal-
ten Sy, ..., S, von E;;(—\) gegeben sind durch 6L 0 (= )\5,4—5]) s, 0L,
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Esseien Zy,...,Z; = 6;+X0j,...,Zj, ..., Zy, die Zeilen von E;;()\). Dann bemerken
wir, dass

O 0F =0 falls h#k, und h,k & {i,5}
Zp - Sk = : :

(6; + A0;) - (A6 + ;)" ==X+ A=0 falls h=4und k =

8- (=X +6;)T =1 falls h=Fk=j.
Also kénnen wir schliefen, dass E;;j(A)E;j(—A) = I,,,. Ahnlich kann man beweisen,
dass E;;(—\)E;;(A) = I, und die Behauptung folgt. ]
Vorlesung 7 - 10.11.2016

Wie wir schon in Sektion [2.2.2)diskutiert haben, definiert jede m xm-Elementarmatrix
E eine Abbildung
Lg: Mnp(R) — M,(R)
A = kA

die, wegen Propositionen [2.2.2] und [2.2.3] invertierbar ist.

In Sektion insbesondere in Definition haben wir drei umkehrbare
Operationen auf einem Gleichungssystem eingefiihrt:

1. Vertauschung von zwei Zeilen des System: Z; <+ Z;;
2. Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor A # 0: \Z;

3. Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Z; +\Z;, mit ¢ # j und
AeR

Gegeben ein lineares Gleichungssystem

111 + a2 + - - - + a1y, = bl
211 + Q999 + -+ + A9y, Ty, = b2

(2.2.7)
Am1T1 + Amalo + -+ + GppTn = bm

in Sektion haben wir den Gau$-Jordan Algorithmus eingefithrt. Dieser Algo-
rithmus benutzt eine Folge von Operationen 1., 2. und 3., um ein lineares Gleichungssystem—
das Losungen hat— mit einem neuen dquivalenten linearen Gleichungssystem in
Zeilenstufenform zu wechseln. Wir kénnen diesen Algorithmus mit Hilfe von
Elementarmatrizen beschreiben.
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Es seien A € M,,, »,(R), x € M,,1(R) und b € M,,:(R) die Matrizen gegeben
durch

a1 Q12 - Qi £y by
A ao1 Qo9 -+ Qoy , <= X9 md b— 62
Am1 Gp2 ** Gmn Ty b
Das System ist dquivalent zu
Ax =Db.

Proposition 2.2.4
Gegeben sei das Gleichungssystem (2.2.7)) und die dazugehérige Matriz A:

1. Wenn wir die Zeilen Z; und Z; des Systems (2.2.7)) vertauschen, ist die dazuge-

horige Matrixz des neuen Systems gegeben durch

Lp, (A) = E; - Al

3

2. Wenn wir eine Zeile Z; des Systems (2.2.7) mit einem Faktor X # 0 multi-
plizieren, ist die dazugehorige Matriz des neuen Systems gegeben durch

Lp,(A) = Ei(A) - A.

3. Wenn wir eine Zeile Z; des Systems (2.2.7)) mit der Zeile Z;+\Z; substituieren
(mit i # j), ist die dazugehorige Matriz des neuen Systems gegeben durch

Lp,n(A) = Ei;(A) - A.

Also stimmen Operationen 1., 2. und 3. mit Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen tiberein.

Beweis. Ubung. O

Fragen und Vertiefungen 2.2.3

Gegeben eine Matrix A € M, ,,(R) mit Zeilen Zy,....%;,....Z;,...,Z,, wegen
Proposition hat die Matrix Lg, (A) = EyA Zeilen Zy,...,Z;..., Z;, ..., Zy.
Was konnen wir sagen, wenn wir die Matrix Rg,, (A) = AE;; nehmen? Es seien
Sty 8., 8,..., S, die Spalten von A. Beweisen Sie, dass die Spalten von
AE;; gegeben sind durch Sy,...,S5;,...,5;,...,5,.
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Der Gauf-Jordan Algorithmus sagt uns, dass es eine Folge von Elementarma-
trizen Ey,...,En,E}, ..., E), gibt, sodass die Matrix A’ := Ey---FE1/AE]---E,
der folgenden Gestalt

1 * *
0 1 =
A =10 -« 0 1 o oo % (2.2.8)
0 0 0 -+ «ov oo 0
0 0 0 e e 0

ist, wobei “x” eine beliebige reelle Zahl bezeichnet.

Beispiel 2.2.6
Es sei A die Matrix

A:

o O =
S O N

1
1
1

Wir mochten Elementarmatrizen finden, sodass A" := Ey--- EjAE|--- E}, der

Gestalt ([2.2.8)) ist.

Der GauB-Jordan Algorithmus sagt uns, dass wir die zweite und dritte Spalte
vertauschen sollten. Wegen Fragen und Vertiefungen (2.2.3)), stimmt diese Operation
mit Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen E3; tiberein, nimlich

1 21 1 00 11 2
AEl=10011]-{]001|=]010
0 01 010 010

Jetzt sollen wir die dritte Zeile Z3 mit Z3 — Z5 ersetzen (weil wir den Koeffizienten

im Platz (3,2) loschen miissen). Also stimmt diese Operation mit Multiplikation
von links mit Elementarmatrizen F33(—1) tiberein, d.h.

1 00 112 11 2
Esxp(-1)-(A-Ey)=[0 1 0]-1010|=]010
0 —1 1 010 000

Die Matrix A’ ist gegeben durch

A = Eg(—1)-A-Esy =

oo
O = o
o oW
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Es seien Zi,...,Z, die ersten p-Zeilen von A’ die nicht Null sind. Mit Hilfe
der Abbildung Lg,;(x), konnen wir noch A’ vereinfachen.

o Nehmen wir die p-te Zeile
(0 -~ 01 % - %)
und die (p — 1)-te Zeile
(0 Tayq * - %).

Substituieren wir die Zeile Z,_ mit Z, 1 — a,_1Z,. Die neue (p — 1)-te Zeile
7,y ist der Gestalt
(010 % --- %).

Diese Operation stimmt mit Multiplikation von links mit £, ,(—a,—1) iiberein.
o Die (p — 2)-te Zeile Z, 5 ist der Gestalt (0 --- 1 ap—o by_o * --- ).
Substituieren wir Z,_o mit Z, o — b, 272, — ap_ng’Fl und erhalten wir eine
neue Zeile der Gestalt (0 --- 1 00 % --- x). Diese Operation stimmt mit
Multiplikation von links mit E,_5,_1(—a,—2)Ep_2,(—by_2) iiberein.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir eine Matrix A” der Gestalt

1 0 --- 0 =
o1 --- 0 =«
A"=10 -+ 0 1 «x x|, (2.2.9)
0 0 O 0
0 0 0 -« - 0

wobei die ersten p-Zeilen und p-Spalten die Einheitsmatrix I, bilden.

Beispiel 2.2.7

Es sei A’ die Matrix in Beispiel [2.2.6] Hier p = 2 und die erste Zeile Z; ist (1 a; %) =
(112). Um aq zu léschen, sollen wir Z; mit Z; — a3 Z, ersetzen. Diese Operation
stimmt mit Multiplikation von links mit der Elementarmatrix FEj5(—1) tiberein, d.h.

1 -1 0 11 2 10 2
En(-1)-A=|0 10|-[o1o0o]=[010
0 01 00 0 00 0

Die ersten 2 Zeilen und 2 Spalten, die Matrix I5 bilden, also

1 0 2
A= 0 1 0
0 00
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Vorlesung 8 - 14.11.2016

Wir konnen den folgenden wichtigen Satz beweisen.

Satz 2.2.5
Es sei A € M,,(R) eine quadratische Matriz. Dann sind die folgenden Bedingungen

(i) A ist invertierbar
(ii) A ist das Produkt von Elementarmatrizen
dquivalent.

Beweis. (ii) = (i). Es sei A ein Produkt von Elementarmatrizen. Weil jede Ele-
mentarmatrix invertierbar ist (Proposition [2.2.3), wegen Satz[2.2.1] (c) (und Fragen
und Vertiefungen ist A invertierbar.
(1) = (ii). Es sei A invertierbar, und nehmen wir das homogene lineare
Gleichungssystem
Ax=0. (2.2.10)

Weil A invertierbar ist, hat das obige System nur die triviale Losung (Bemerkung
. Also muss die Matrix A”, die wir oben beschrieben haben, die Einheits-
matrix [, sein. In der Tat, wenn A” genau m — p > 0 Null Zeilen hitte, wére
das dazugehorige homogene System, dquivalent zum System (2.2.10), der folgenden
Gestalt

X1 +ap+1 1Tp+1 + - FamT,m = 0
T +ap+1 2T p4+1 + - FaomT,m = 0
Ty Fapp1pTprr + o FOmTm = 0

und hatte dieses System mehrere Losungen.

Mit obigem Verfahren wissen wir, dass es Elementarmatrizen Fy, ..., Ey, E1, ...

gibt, so dass
A" =FEy---E\AE}---E\, = I, (2.2.11)

/
7EM

also Ey -+ EYAE, - B\ (E - - Ey) V= (B, - - Ey) 'und Ey - - - EYA = (B} --- Ejy,) 7L

Von letzter Gleichung erhalten wir, dass
A=(Ex---E) 'Ex---ElA=(Ex---E) Y E,---E),)"".

Wegen Satz (¢) (und Fragen und Vertiefungen [2.2.1)), und wegen Proposition
2.2.3 konnen wir schlieffen, dass A ein Produkt von Elementarmatrizen ist. O]
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Bemerkung 2.2.4

In obigem Beweis haben wir gezeigt, mit Hilfe vom System ([2.2.10) und Bemerkung
2.2.2] dass wenn A invertierbar ist, A” keine Null-Zeilen haben kann. Es gibt einen
zweiten Beweis dieser Tatsache: Man kann bemerken, dass A invertierbar ist genau
dann, wenn A” ist (weil A” = Ey--- EJAE] --- E},, und Elementarmatrizen sind
invertierbar). Jetzt gentigt es zu bemerken, dass eine Matrix mit einer Null-Zeile
(oder Null-Spalte) nicht invertierbar ist (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen [2.2.4)).

Bemerkung 2.2.5

Man kann beweisen, dass wenn A invertierbar ist, um A” in (2.2.9) zu erhalten,
braucht man keine Rechtsmultiplikation, d.h. wir brauchen keine Matrizen E] in
(2.2.11)). Dies ist eine Folgerung aus der folgenden Tatsache: Der Gauf-Jordan
Algorithmus sagt uns, dass wir Rechtsmultiplikation benutzen miissen, wenn es Ele-
mentarmatrizen Fy, ..., E} gibt, sodass die Matrix A oder Ej, - - - E1 A der folgenden
Gestalt ist:

1
01
0 * x *
0 * % -+ x S
(a) | . _ oder (b)) 0 O --- 1 % % -+ % |. (2212)
: : 00 --- 00
0 % = *

Aber das ist ein Widerspruch, weil wenn A invertierbar ist, dann sollte auch Ej, - - - E1 A
invertierbar sein, und die Matrizen in (2.2.12)) sind nicht invertierbar.

Fragen und Vertiefungen 2.2.4

Es ist einfach zu beweisen, dass die Matrix in (a) (also ist die erste Spalte der

Null-Spaltvektor) nicht invertierbar ist. In der Tat kann man beweisen, dass eine

quadratische Matrix A € M,,(R) mit einer Spalte (bzw. einer Zeile) die gleich dem

Null-Spaltvektor (bzw. dem Null-Zeilenvektor) ist, nicht invertierbar ist. Warum?
Es ist komplizierter zu beweisen, dass eine Matrix der Gestalt (b) nicht

invertierbar ist, und jetzt beweisen wir das nicht.

Fragen und Vertiefungen 2.2.5

Nach Bemerkung haben wir bewiesen, dass, wenn A invertierbar ist, es eine
Folge von Elementarmatrizen Fy,..., Ey gibt, sodass A ein Produkt von Elemen-
tarmatrizen ist, namlich

A:(EN---El)’lefl-uE;,l.

Ist dieses Produkt eindeutig? Genauer gesagt, konnen wir A = Eil Byt =
Ert--- By haben fiir unterschiedliche Folgen E), ..., Ey und E\, ..., Ey von Ele-
mentarmatrizen?
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2.2.4 Eine Methode um die Inverse zu finden
Nach (2.2.11)) und Bemerkung [2.2.12] wissen wir, dass wenn A € M,,(R) in-

vertierbar ist, es Elementarmatrizen Fi, ..., Ey gibt, sodass
Ey---EfA=1, also A '=Ey---FE. (2.2.13)

Um Ey --- E; zu finden, gehen wir wie folgt vor:
Es seien A, B € M,,(R) gegeben durch

aix - Qim by - blm
A= L |, B=

Am1  *° Qmm bml bmm

Dann konnen wir die folgende Matrix C' € M,, 9,,(R) bilden:

aix - Qim by - blm
C=(A B)=

Ui G D1+ Dy
Wenn D € M,,(R), kann man nachpriifen, dass die folgende Gleichung gilt
D-C=(D-A D-B).
Also nehmen wir B = I,,, und D = Ey --- E;. Nach folgt dass

Ex--Ey(A Iy)=(Ex--E\A Ey--E)= (I, A™).

Daher, um A~! zu finden, geniigt es auf I,,, dieselben Zeilenoperationen anzuwenden,
die wir auf A anwenden, um I, zu erhalten. Entsprechend gentigt es, I, auf der
linken Seite mit demselben Produkt elementarer Matrizen zu multiplizieren, derart
dass Ey --- E1A=1,,.

Wir erklaren diese Methode mit einem Beispiel:

Beispiel 2.2.8

. 1 1
Esse1A-<2 _1>.Dann
ALl POy vty 10y
2) — 2 =1 0 1 Zo—271 0 -3 -2 1 ,%ZQ 0 1 % —%
s 1 0 5 3
=
2 1
0135 —3
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Wir kénnen schlieflen, dass A invertierbar ist, mit Inverse gegeben durch

1/1 1
_1_7
4 _3<2 —1)'

Priifen Sie nach, dass A~ genau Eio(—1)Es(—3)Eai(—2) ist.

Beispiel 2.2.9
Es sei A = <

11

3 3 ) Dann

1 110 11 120
33 0 1) 232 00 =3 1)

) eine Null-Zeile hat, ist A nicht invertierbar (sehen Sie Be-

Beispiel 2.2.10

112
Es sei A = 0 1 0 |. Dann
-1 0 1
112100 112100
101001)>2 \o13101) >
1121 00 1121 00
— 10100 10|—]|0100 10 L2252,
0031 -11)3\0oo011L 41
11 2
100 5 -5 —3
—~(0100 1 0
001 -]
Also ist A invertierbar mit Inverse gegeben durch
11 2
3 3 3
At=10 1 0
111
3 3 3

Priifen Sie nach, dass A™! = Ejo(—1)F13(—2)E3(%) E32(—1) E3(1).

W=
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3.1 Gruppen, Ringe und Korper

Definition 3.1.1
Es sei G eine nichtleere Menge. Eine Gruppe ist ein Paar (G, x), wobei % eine
Abbildung

x: GxG — G

(91,92) = g1%ge

ist, sodass gilt:

1. (Assoziativitat von x)

Die Abbildung = erfullt
g1 * (92 ¥ g3) = (91 * g2) * g3

2. (Existenz des neutralen Elements)
Es gibt ein Element e € GG, sodass

gxe=exg=g furallegeG. (3.1.1)

3. (Ezistenz des inversen Elements)
Fir alle g € G, gibt es ein ¢’ € G, sodass

Vorlesung 9 - 17.11.2016

Bemerkung 3.1.1

o Figenschaft 1. erlaubt uns die Klammern wegzulassen, und wir konnen definieren

Gi*g2%gs als gix(g2*gs) oderals (g1%*g2)* gz

Wenn die Abbildung *, die wir benutzt haben, eindeutig ist, bezeichnen wir
g1 * g2 mit g1 go.
o Wir kénnen das Produkt g; * go % - - - x gy von mehreren Elementen definieren,
z.B. als
grxgax--gn = (- ((gr%g2) *g3) %---).

(Sehen Sie Bemerkung )
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Lemma 3.1.1

1. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, d. h. wenn e; und es existieren,
die (3.1.1)) erfiillen, dann e; = es.

2. Fir alle g € G ist das inverse Element von g eindeutig bestimmt, d.h. wenn
es g und g" gibt, die (3.1.2)) erfillen, dann ¢’ = ¢".

Beweis. 1. Nehmen wir mit g = es und e = e; und erhalten e; x e; = e5.
Jetzt benutzen wir mit ¢ = e; und e = ey und erhalten e; x e; = ey, also
€1 = €9.

Um 2. zu beweisen, kénnen wir dieselbe Uberlegung anstellen, die wir in Satz
2.2.1| (a) benutzt haben. Also, gegeben g € G, seien ¢’ und ¢” zwei Elemente von

G, die (3.1.2)) erfiillen. Also

g=gre=gx(gxg")=(g*g)xg"=exg"=g".

Wir bezeichnen das inverse Element von g mit g

Beispiel 3.1.1
Beispiele und Gegenbeispiele von Gruppen:

e (Z,+), (Q,+) und (R,+) sind Gruppen, wobei das neutrale Element (der
Addition) 0 ist und das inverse Element von a genau —a ist.

o (Np,+) ist keine Gruppe. In der Tat ist die Addition assoziativ, hat ein neu-
trales Element 0, aber wir kénnen keine Inverse von a finden, fir alle a # 0
(wenn @ € N dann —a ¢ N).

« (Q,) (also rationale Zahlen mit Multiplikation) ist keine Gruppe. In der Tat
ist die Multiplikation assoziativ, hat ein neutrales Element (das in diesem Fall
1 ist), aber nicht jede rationale Zahl hat eine (multiplikative) Inverse: fiir das
Element 0, konnen wir keine rationale Zahl a finden, sodass a - 0 = 1, weil
a-0=0 fir alle a € Q.

o (@Q\ {0},) ist eine Gruppe. Wie oben, ist die Multiplikation assoziativ und
hat das neutrale Element 1. Dazu, fir alle a € Q \ {0}, die multiplikative
Inverse von a ist %

o (M,(R),+) ist eine Gruppe (Sehen Sie Proposition Eigenschaften 1. 3.
und 4.).
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o (M,(R),) ist keine Gruppe. In der Tat erfillt die Multiplikation Eigenschaften
Axiome 1. und 2. einer Gruppe (Sehen Sie Satz (a) 4. und (b)), aber
nicht alle Matrizen besitzen eine multplikative Inverse! Nur die invertierbaren
Matrizen, also...

e (GL,(R),-) (die Menge aller invertierbaren Matrizen mit Multiplikation) ist
eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Bemerken Sie, um diese Be-
hauptung zu beweisen, sollte man auch beweisen, dass das Produkt von zwei
invertierbaren Matrizen auch invertierbar ist (ndmlich kann man die Multip-
likation auf GL,(R) beschranken; das ist genau Satz (c)). Dazu sollte
man beweisen, dass die Inverse einer Matrix in GL,,(R) auch in GL,(R) ist

(Satz Z21) (1).

Bemerkung 3.1.2

Man sollte die Elemente einer Gruppe immer als invertierbare Abbildungen sehen.
Zum Beispiel haben wir schon bewiesen, dass jedes Element A in GL,(R) uns eine
invertierbare Abbildung £4: M,,(R) — M,(R) gibt:

A—)ﬁA.

AuBerdem kénnen wir die Gruppen (GL,(R),-) und (L., o) identifizieren (als Grup-
pen!), d. h.

In — (,C[n :)Identitéit, A-B— (£A~B :)ﬁA o LB, A_l — (LAfl :),Czl

Fragen und Vertiefungen 3.1.1
Es sei K entweder N, Ny, Z, Q oder R und M, (K) die Menge aller n x n-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

o Fir welche K ist (M,(K),+) eine Gruppe?

o Es sei G,(K) die Menge aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in K, die
invertierbar sind. Also

Gu(K) = M,(K)NGL,(R).
Fir welche K ist (G, (K),-) eine Gruppe?

Definition 3.1.2
Eine Gruppe (G, ) heifit abelsch oder kommutativ, falls gxh = hxg fir alle g, h € G.

Beispiel 3.1.2
(Z,+), (M,(R),4) und (Q \ {0}, ) sind abelsche Gruppen. Die allgemeine lineare
Gruppe (GL,(R),-) ist nicht abelsch, fur alle n > 1.
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Definition 3.1.3
Es sei R eine nichtleere Menge. Ein Ring ist ein Tripel (R,+,-), wobei + (die
“Addition”) und - (die “Multiplikation”) zwei Operationen auf R sind, namlich

+: RxR — R - RxR — R

(@,b) — a+bp W (@,b) — a-b’

sodass gilt:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element, bezeichnet mit 0 € R
und inversem Element von a € R, bezeichnet mit —a.

2. Die Multiplikation - ist assoziativ (also a-(b-c) = (a-b)-c furallea,b,c € R) und
besitzt ein neutrales Element, das wir mit 1 bezeichnen (also 1-a =a-1 = a).

3. Die Multiplikation - ist distributiv iber die Addition +, ndmlich
a-(b+c)=(a-b)+(a-0),

und
(b+c)-a=(b-a)+(c-a).

Bemerkung 3.1.3
Manche Autoren verzichten auf die Existenz des neutralen Elements 1 in R.

Fragen und Vertiefungen 3.1.2
Beweisen Sie, dass das neutrale Element der Multiplikation eindeutig bestimmt ist.

Definition 3.1.4
Ein Ring (R, 4+, -) heifit kommutativ, falls a - b =b - a fur alle a,b € R.

Beispiel 3.1.3 ¢ Die Tripel (Z,+,), (Q,+,-) und (R, +,-) sind kommutative
Ringe.

« Das Tripel (M,(R),+,-) ist ein Ring, der fir alle n > 1 nicht kommutativ ist.

o Der Polynomring R[z|. Es sei (R,+,-) ein Ring. Wir konnen wie folgt einen
neuen Ring (R[z], +,-) definieren, der Polynomring genannt wird. Per defini-
tionem ist R[z]| die Menge aller endlichen Folgen

R[z] .= {(ar)ken, | ax € R, a; = 0 fir alle bis auf endlich viele i € Ny}.

Also, ein Element von R[x] sieht

a = (ap,ay,...,a,,0,0,...,0,...)
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aus. Aquivalent gesagt, ein Element a € R[z] kann als

= Z a; "
i=0
dargestellt werden, fiir ein n € Ny, das von der Folge a abhingt. Also ist
a € R[z] ein Polynom mit Koeffizienten in R und Variable z.

Man kann eine Addition + und Multiplikation - auf R[z] definieren als

(ar)reno + (br)reny = (ar +bi)reny,  (ak)reng - (k) ren, = ( Z a; - ) :
keNg

i+j=k

Es ist einfach zu beweisen, dass (R[z], +, -) ein Ring ist, mit 0 = (0,0,...,0,...),
1 =(1,0,0,...,0,...) und —(ag)ken, = (—ak)ren,- Wenn (R,+,-) ein kom-
mutativer Ring ist, dann ist auch (R[z], +,-) kommutativ.

Fragen und Vertiefungen 3.1.3
Es sei I eine nichtleere Menge und A die Menge aller Abbildungen von I nach R,
wobei (R, +,-) ein Ring ist. Definieren wir

+: AxA — A - AxA — A

und
(fr9) = f+yg (fig9) = f-g
als (f +g)(z) == f(z) + g(z) und (f - g)(z) := f(z) - g(x) fir alle z € I.
Ist (A, +,-) ein Ring? Wenn Ja, was ist das additive neutrale Element 0 € A?
Was ist das multiplikative neutrale Element 1 € A? Und was ist — f7

Lemma 3.1.2
Es sei (R,+,-) ein Ring. Dann

0-a=0 firalleaeR.

Beweis. Weil 0 das neutrale Element der Gruppe (R, +) ist, und nach dem Distribu-
tivgesetz folgt, dass
0-a=0+0)-a=0-a+0-a.

Es sei b = 0-a und —b seine (additive) Inverse. Nach der obigen Gleichung b = b+b
folgt dass

0=b—-b=b+b—-0b=b+0=0
und die Behauptung folgt. m
Bemerkung 3.1.4
Es sei (R, +,-) ein Ring. Nehmen wir an, dass 0 = 1 (also, ist das additive neutrale
Element gleich das multiplikative neutrale Element). Dann R = {0}. In der Tat

sei a € R ein beliebiges Element in R. Dann, nach Lemma [3.1.2] und nach der
Voraussetzung 0 = 1, folgt, dass

0=0-a=1-a=a.
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Kiinftig nehmen wir an, dass 0 # 1 im Ring R (also, hat R mindestens zwei Ele-
mente).

Definition 3.1.5

Es sei a € R ein Element, das eine multiplikative Inverse hat, d. h. es gibt b € R
sodass a-b="b-a = 1. Dann heifit a eine Finheit des Rings (R, +,-). Die Menge
aller Einheiten wird mit R* bezeichnet.

Bemerkung 3.1.5 « Bemerken Sie, dass wenn 0 # 1 in R, dann R* C R, weil 0
keine Einheit ist! (Sehen Sie Lemma [3.1.2)). Also R* C R\ {0}.

e Wenn a € R*, dann ist die multiplikative Inverse b eindeutig bestimmt. In der
Tat, es seien b,V € R, sodassa-b=b-a=1und a-b =0V -a=1. Dann

b=b-1=b-(a-V)=(b-a)-b=1-V=V.

Die multiplikative Inverse von a bezeichnen wir mit a=!.

Vorlesung 10 - 21.11.2016

Lemma 3.1.3
Das Paar (R*,-) ist eine Gruppe.

Beweis. Das Produkt a - b von zwei Einheiten o und b ist noch eine Einheit mit
(a-b)"'=b"1-a"!. Also kénnen wir die Multiplikation auf R* einschrinken

-t R" X R"— R".

Weil R* C R, ist die Assoziativitdt von - eine Folgerung der Assoziativitat der
Multiplikation - im Ring R.

Das neutrale multiplikative Element 1 ist natiirlich eine Einheit, weil 1-1 = 1.
Also 17! = 1, und das inverse Element a™! von a ist eine Einheit, mit (a=!)~!
a. O

Definition 3.1.6 « Essei (R, +,) ein Ring. Wenn R* genau R\ {0} ist, nennen
wir (R, +, ) einen Schiefkirper. Mit anderen Worten, ein Ring (R, +, -) ist ein
Schiefkorper, falls (R \ {0}, ) eine Gruppe ist.

o Ein Schiefkorper (R, +,-), falls R ein kommutativer Ring ist, heifit Kdrper.
Mit anderen Worten, ist ein Ring (R, +,-) ein Korper, falls (R \ {0},-) eine
kommutative Gruppe ist.

Wir bezeichnen einen Korper mit K.
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Beispiel 3.1.4 1. (Z,+,) ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper, weil Z* =
{1,-1}.
2. (Q,+,-) und (R, +, -) sind Korper.

3. (M,(R),+,-) ist kein Schiefkorper fiir alle n > 1, weil
M,(R)* = GL,(R) C M,(R) \ {0} fir alle n > 1.

4. Korper der komplexen Zahlen: Definieren wir die Menge
C={z+iy|z,y eR}
mit Addition und Multiplikation gegeben durch

(.1'1 —+ iyl) + ($2 + in) = (xl + ‘1.2) + i(?/l + '!/2),
(@1 +iy1) - (w2 +iy2) = (2172 — y1ye) +i(21y2 + 2201).

Also, i = —1, und i heiit imagindre Einheit. Dann ist (C,+,-) ein Korper.
In der Tat ist es einfach nachzupriifen, dass (C, +) eine abelsche Gruppe ist,
mit 0 = 0+ i0 und —(x + iy) = —x — iy. Ferner ist (C\ {0}, ") eine abelsche

Gruppe mit

o x .Y
r+1 1— —1 .
( y) «T2+y2 x2+y2

Fragen und Vertiefungen 3.1.4

o Es sei (R[x],+,+) der Polynomring in Beispiel [3.1.3] wobei R = Q oder R.
Was ist R[z]*?7 Ist R[x] ein Schiefkérper?

« Essei (A, +,-) wie in Beispiel Was ist A*? Ist A ein Schiefkorper?

3.2 Vektorraume

Definition 3.2.1

Es sei V eine nichtleere Menge. Das Tripel (V, 4, ) ist ein Vektorraum tber einem
Korper K (oder K-Vektorraum), falls wir Operationen + (“ Vektoraddition”) und -
(“Skalarmultiplikation”)

+: VxV =V o KxV
(v,w) +— v4w (k,v)

definieren konnen, sodass folgende Eigenschaften gelten:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit 0 das neutrale Element,
und mit —ov die (additive) Inverse von v € V.
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2. Fir alle u,v € V und k € K gilt
k-(u+v)=k-u+k-v.
3. Fir alle A,k € Kund v € V gilt

(h+k)-v=h-v+k-v.

4. Fir alle h,k € Kund v € V gilt
(hk)-v="h-(k-v)

5. Firallev eV
l-v=w.

Die Elemente von V' werden Vektoren genannt, und diejenigen von K Skalare.
Wir bezeichnen k - v mit kv, wobei £k € K und v € V.

Bemerkung 3.2.1

Bemerken Sie, dass das neutrale Element 0 und das inverse Element —v von v
eindeutig bestimmt sind, weil (V, +) eine (abelsche) Gruppe ist (Sehen Sie Lemma
3.1.1)).

Lemma 3.2.1
Es sei 0 € K, v € V ein beliebiger Vektor und k € K. Dann gilt
Ov=0 (3.2.1)
E0O=0 (3.2.2)
(—=)v=—v (3.2.3)

wobei —1 € K die additive Inverse des multiplikativen neutralen Element 1 € K ist.
Beweis. Ubung. O]
Beispiel 3.2.1 « Essein € N und K" definiert als
K" :={(k1,...,kn) | ki € K}.
Definieren wir zwei Operationen + und - auf K" wie folgt

+ K" x K" ~ K"
((kl,...,]fn)7(h1,...7hn)) — <k1+h17...,]€n+hn>
und
Kx K" — K"
(k, (kl,,kn)) — (kkl,,kkn)

Es ist einfach zu beweisen, dass K" ein K-Vektorraum ist.
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« Die Menge aller Matrizen M, ,(K) mit Addition + und Skalarmultiplikation
- ist ein K-Vektorraum.

o Essei V ein K-Vektorraum und I eine nichtleere Menge. Es sei A(I,V) die
Menge aller Abbildungen f: I — V mit Addition und Skalarmultiplikation
punktweise definiert, also: (f+¢)(x) := f(x)+g(x) und (k- f)(z) == k- f(z),
fiir alle x € I und k € K. Es ist einfach zu beweisen, dass mit dieser Addition
und Skalarmultiplikation A(Z, V') ein K-Vektorraum ist.

o (Polynomriume) Die Menge aller Polynome K[z] mit Koeffizienten in einem
Korper K, mit Addition definiert wie in Beispiel und Skalarmultiplika-
tion, definiert als

k- Z a;xt = Z ka;x!
=0 =0

ist ein K-Vektorraum.

Es sei K[z], C K]z] die Menge der Polynome, deren Grad durch ein n € N
nach oben beschrénkt ist, d. h. ein beliebiges Element a € K|z], ist der Gestalt
a=33"a;z" (also, ai = 0 fir alle k > n). Dann ist K[z],,, mit Addition und
Skalarmultiplikation definiert wie in K[z], ein K-Vektorraum.

Vorlesung 11 - 24.11.2016

Definition 3.2.2
Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V eine nichtleere Teilmenge. Dann sagen wir,
dass U ein Untervektorraum (oder Unterraum) von V ist, falls

1. Fir alle v,w € U ist v +w in U (U ist abgeschlossen beztiglich Addition).

2. Fir alle k € Kund v € U ist kv in U (U ist abgeschlossen beziiglich Skalar-
multiplikation).

Die obigen Bedingungen sagen uns, dass wir die Addition + und Skalarmulti-
plikation -, die auf V' definiert sind, auf U definieren konnen.

Lemma 3.2.2
FEin Untervektorraum U eines K-Vektorraums (V,+,-), mit Operationen + und -,
ist selbst ein K-Vektorraum (U, +,-).
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Beweis. Zuerst beweisen wir, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist. Die Addition +
ist assoziativ und kommutativ, weil sie assoziativ und kommutativ auf V' ist.

Das neutrale Element 0 € V ist ein Element von U. In der Tat, nach Voraus-
setzung (Eigenschaft 2. in Definition haben wir, dass Ov € U fiir alle v € U,
und nach Lemma [3.2.1) 0v = 0.

Falls v € U, dann ist auch —v ein Element von U. In der Tat, nach Lemma

3.2.1] haben wir, dass —v = (—1)v, und (—1)v in U sein muss (Eigenschaft 2. in

Definition |3.2.2]).
Eigenschaften 2., 3., 4., und 5. der Definition sind erfiillt, weil sie fiir den
Vektorraum (V, 4+, ) erfiillt sind. O

Beispiel 3.2.2 < Es sei U; die Teilmenge von K" gegeben durch
Ui=A{(k1,....k,) € K" | k; =0}, furein 1 <i <n.
Also ist U; ein Untervektorraum von K".

o Essei Uy, die Teilmenge aller Matrizen von M,,(K) = {(a;;)1<ij<n} mit ape =0
fir ein 1 < h < n und ein 1 < k < n. Man kann nachpriifen, dass Uy, ein
Untervektorraum von M, (K) ist.

o Esseiye I und A(I,V), die Teilmenge aller Abbildungen in A(1, V'), sodass
f(y) = 0. Dann kann man beweisen, dass A(/, V), ein Untervektorraum von
A(I,V) ist.

o Essei 5, die Teilmenge aller n x n-symmetrischen Matrizen mit Koeffizienten
in K, d.h. S, = {4 € M,(K) | A = AT}, Dann S, ein Untervektorraum
von M, (K) ist. In der Tat haben wir, dass gegeben A, B € S,, dann gilt
(A+ B)T = AT + BT = A+ B, und gegeben k € K, (kA)T = kAT = kA.

 Essei K[z], die Teilmenge aller Polynome in K[z], deren Grad hochstens n € N
ist. Dann ist K[z],, ein Untervektorraum von K[z]|.

3.2.1 Linearkombinationen und lineare (Un)abhangigkeit

Kiunftig bezeichnen wir einen K-Vektorraum (V, +, -) nur V', wenn die Addition
+ und Skalarmultiplikation - in V' klar sind.

Definition 3.2.3 « Es sei V ein Vektorraum iiber K. Dann nennen wir jeden
Vektor v € V' der Gestalt

v=kwv+---+k,v,, wobei ki,...,k, €K und vq,...,v, €V,

eine Linearkombination von vy, ..., v, mit Koeffizienten kq, ..., k,.
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o Wir bezeichnen die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v, mit
spang{vy, ..., v,}, also

spang{vy, ..., v, } = {kyor + - + kpvn | k1, .o Ry € K

und wir sagen, dass spang{vi,...,v,} der lineare Spann von vy, ..., v, ist.
Lemma 3.2.3
Es seien vy, . .., v, Vektoren eines Vektorraumes V diber K. Dann ist U := spang{vi,...,v,}

ein Untervektorraum von V.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass U eine nichtleere Menge ist. Um zu beweisen,
dass U ein Untervektorraum von V' ist, sollen wir beweisen, dass U abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. Es seien v = kyv; + - -+ + k,v,, mit
ki,...,k, € K, und w = lyvy + - - l,v,, mit Iy,...,l, € K, also v,w € U. Weil
(V,+) eine abelsche Gruppe ist, erhalten wir, dass

v+w = kv + -+ ko, + Lo+ - Loy, = EBog + Loy - F R, 4 Lo, =

= (ks +1)vy + -+ (kn + L))o €U,
(3.2.4)
wobei die letzte Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 3. der Definition |3.2.1]ist.
Auflerdem haben wir, dass

kv =k(kyvy + - - kpvn) = (kky)vy + -+ + (kky)v, € U,

wobei die zweite Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 4. der Definition (3.2.1

ist. O
Definition 3.2.4

Es sei V' ein K-Vektorraum und vy, ..., v, Vektoren in V. Dann sagen wir, dass die
Teilmenge {vy,...,v,} ein endliches Erzeugendensystem von V ist, falls

spang{vi,...,v,} = V.

Also, fiir jeden Vektor v € V| existieren ky,...,k, € K, sodass v als Linear-
kombination von vy, ...,v, mit Koeffizienten kq, ..., k, geschrieben werden kann,

d.h.
v="kwv+- -+ kv, .

Beispiel 3.2.3
Es sei V = K", dann ist ein Erzeugendensystem gegeben durch

{e1 :=(1,0,...,0),e5:=(0,1,0,...,0),...,¢e, :=(0,0,...,0,1)}.

In der Tat sei v = (ky,...,k,) € K", dann v = kjey + koea + -+ - + kpey,.
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Bemerkung 3.2.2 < Nicht jeder Vektorraum V besitzt ein endliches Erzeugen-
densystem. Zum Beispiel, es sei V' = K|z]. Nehmen wir an, dass K|x] ein
endliches Erzeugendensystem {pi,...,p,} hétte. Wir sollen einen Wider-
spruch erhalten. Es sei m das Maximum des Grads der Polynome py, ..., p,.
Bemerken wir, dass

Grad(kipr + kapo + -+ - knpn) < max{Grad(p;), Grad(pz), ..., Grad(p,)} =m.

m+1

Also kann der Polynom z als Linearkombination von pq, . . ., p, nicht geschrieben

werden.
« Der Untervektorraum K[z], besitzt ein endliches Erzeugendensystem (Ubung).

Definition 3.2.5
Es sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdngig, wenn
die Gleichung

]{71U1+"'+/€n1}n:0

nur die triviale Losung k1 = ko = ... =k, = 0 € K hat.
Falls es auch nicht nur triviale Losungen gibt, nennt man die Vektoren vy, ..., v,
linear abhdngig.

Beispiel 3.2.4 « Der Null-Vektor 0 € V ist linear abhangig. In der Tat, nach
Lemma |3.2.1] haben wir, dass

kO=0 furalle k € K.

o Die Vektoren ey, ...,e, € K" in Beispiel sind linear unabhéangig. In der
Tat
k1€1+"’+knen: (kl,...,]i'n) =0= (O,,O)

genau dann, wenn k; = --- =k, = 0.
o Esseien v; = (1,1,2), vo = (3,3,2), v3 = (0,0,4) und v4 = (1,2,1) Vektoren
in R3. Es gilt —3v; +vy+v3 = (0,0,0) = 0, also sind vy, vy, v3 linear abhéngig.

Priifen Sie nach, dass vy,vs und v, linear unabhéngig sind (Sie sollten ein
lineares Gleichungssystem 16sen!).

3.2.2 Basis eines Vektorraums

Definition 3.2.6
Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine (endliche) Basis von V ist ein endliches Erzeu-
gendensystem {vy,...,v,} CV so dass vy, ...,v, linear unabhéngig sind.

Beispiel 3.2.5 « Die Menge {ey,...,e,} ist eine Basis von K".
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« Die Menge der Vektoren v; = (1,0), vo = (0,1) und vz = (1,1) ist ein Erzeu-
gendensystem von R? (warum?), aber sie sind keine Basis, weil

V1 + V9 — V3 = 0,
also vy, vy, v3 linear abhangig sind.

 Die Vektoren v; = (1,0,0) und vy = (0,1,0) sind keine Basis von R3, weil
(0,0,1) ¢ spang{vy, va}.

Bemerkung 3.2.3

Die Teilmenge U = {0} eines Vektorraums V' mit Null-Vektor 0 ist selbst ein Vek-
torraum, weil U ein Untervektorraum von V' ist. Bemerken Sie, dass U keine Basis
besitzt, weil 0 linear abhangig ist.

Wegen Bemerkung nehmen wir kiinftig an, dass V' # {0}, sofern nicht
anders angegeben.

Fragen und Vertiefungen 3.2.1
Es sei Lo := {(x1,22,73) € R® | 21 + 29 + 23 = 0}. Ist Ly ein Untervektorraum von
R3? Wenn Ja, ist (1,—1,0), (1,0, —1) eine Basis von Ly?

Lemma 3.2.4
Es sei vy, ...,v, eine Basis eines Vektorraums V tiber K und v € V.. Dann ¢ibt es
eindeutige Skalare ki, ..., k, € K, sodass v = kivi + -+ + k,v,.

Die Skalare kyq, . .., k, heiflen Koeffizienten von v beziiglich der Basis vy, ..., v,.
Beweis. Da vy,...,v, den Vektorraum erzeugen, existieren ky, ..., k, € K, sodass
v = kvy + -+ kyv,. Um zu beweisen, dass ky,...,k, eindeutig bestimmt sind,

seien ly,...,l, € K, sodass v = lyv + - - - + l,v,. Wie miissen beweisen, dass k; = [;
fir allev =1,...,n. Nach

frvor + -+ kv = lvr + -+ Ly

erhalten wir, dass
(k‘l —l1)01++(k'n—ln)vn =0.

Da vy, ..., v, linear unabhangig sind, haben wir, dass k; —[; = 0 fiirallei =1, ..., n,
und die Behauptung folgt. m
Satz 3.2.5

Es sei V. # {0} ein K-Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
Dann besitzt V' eine Basis.
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Beweis. Es sei {v1,...,v,} ein (endliches) Erzeugendensystem. Wenn vy,..., v,
linear unabhéngig sind, dann ist vy,...,v, eine Basis von V. Andernfalls, gibt es

(k1y...,kn) # 0 € K", sodass
k1U1+"'+k5nUn:0.

Weil (ky,...,k,) # 0 ist, gibt es ein j € {1,...,n}, sodass k; # 0. Nach der
Gleichung oben folgt, dass

V; = —k'j_l(k’ﬂ)l + -4 k’j_l"Uj_l + kj-i—lvj-i-l + -+ kn’l)n) .

Also, v; € spang{v1,...,vj_1,V41, ..., 0, } und wir erhalten, dass

spang{vi, ..., Vj—1,Vj41, - - ., Up} = spang{vy, ..., 0j_1,0j,Vjt1,..., U} =V .
Wenn die Vektoren vy, ...,vj_1,0jt1,...,0, linear unabhangig sind, dann ist eine
Basis von V' genau gegeben durch vy, ..., vj_1,vj41,...,0p. Wenn vy, ..., 01,041, ..,0,
linear abhéangig sind, dann konnen wir den obigen Schritt wiederholen, und nach
endlichen vielen Schritten finden wir eine Basis. m
Vorlesung 12 - 28.11.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.2
Die folgenden Behauptungen sind leicht zu beweisen, und der Beweis ist eine Ubung:

1. Der Null-Vektor 0 ist der einzige Vektor, der linear abhangig ist.

2. Es seien vy, ...,v, linear unabhingige Vektoren. Dann ist v; # 0 fir alle
1< <n.

3. Es sei {wy,...,wy} C spang{vy,...,v,}. Dann ist spang{ws,...,wx} C
spang{vy, ..., v}

4. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
“v1,...,v, sind linear abhéngige Vektoren, mit n > 2”7, und
“existiert j € {1,...,n}, sodass v; € spang{vi,...,vj_1,Vj41,..., U}

Proposition 3.2.6

Es seien vy, ..., v, linear unabhdingige Vektoren eines Vektorraums V. Dann sind
die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdingig fir alle 1 < m < n. Aquivalent gesagt,
wenn vy, ..., Uy linear abhdngig sind, dann sind auch vy, ..., v, linear abhdngiq.
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Beweis. Wir beweisen die zweite Behauptung. Wenn wvy,...,v,, linear abhangig
sind, dann existieren ki, ..., k,, € K sodass

k1v1+'~—|—kmvm:0
wobei nicht alle Koeffizienten k; Null sind. Es folgt, dass
kivg + -+ kv + 0040 + - + 00, = k1og + - + B0, 0 =10

wobei nicht alle Koeffizienten der obigen Linearkombination null sind. Es folgt, dass
vy, ..., v, linear abhéngig sind. ]

Das Ziel der nachsten Sétze ist zu beweisen, dass fiir jeden Vektorraum das
Konzept von Dimension definiert werden kann. Wir beginnen mit folgenden:

Satz 3.2.7

Es sei vy,...,v, ein endliches Erzeugendensystem von einem Vektorraum V und
Wi, ..., W, Vektoren in V. Falls m > n, sind wy, ..., w,, linear abhdngig.

Beweis. Es seien wy, ..., w, die ersten n Vektoren von wy, ..., w,,. Wenn wy, ..., w,
linear abhéngig sind, dann nach Proposition sind auch wy, ..., w,, linear ab-
héngig und wir kénnen den Beweis schlieen. Also nehmen wir an, dass wy, ..., w,
linear unabhangig sind. Um die Behauptung zu beweisen, geniigt es zu beweisen,
dass spang{wi, ..., w,} = V. In der Tat, in diesem Fall haben wir

Wy, = QW1 + -+ - + 0 Wy,

und die Gleichung aywy + - - - + aw, + 0wy 1 + - - - + 0w, 1 — w,, = 0 hat eine nicht
triviale Losung (der Koeffizient von w,, ist gleich —1), und wy, ..., w,, sind linear
abhangig. Im Folgenden beweisen wir, dass

spang{wy, ..., w,} = V. (3.2.5)
Nach Voraussetzung spang{vq,...,v,} =V, also existieren ky, ..., k,, sodass
wy = kv + -+ ko,

Weil wir angenommen haben, dass wy, ..., w, linear unabhingig sind, w; # 0 (Fra-
gen und Vertiefungen [3.2.2] 2.), konnen nicht alle Koeflizienten &, ..., k, Null sein.
Nehmen wir an, dass k; # 0 und erhalten

-1
V1 = ]{31 (w1 — kQUQ — = knvn)

Deshalb vy € spang{w;,va,...,v,}. Weil vg,..., v, € spang{wy,va,...,v,}, erhal-

ten wir, dass spang{vi,ve,...,v,} C spang{wy,vs,...,v,}. Nach Voraussetzung

spang{vi, v2,...,v,} =V (Fragen und Vertiefungen [3.2.2] 3.), also

spang{wi,ve,...,v,} =V . (3.2.6)
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Jetzt beweisen wir, dass

spang{wy, ..., Ws, Vsy1,..., 0} =V firein 1<s<n-1—=

spang {wy, ..., Ws, Wsi1, Vsi2y ..., Un} =V, (3.2.7)

und die Behauptung folgt nach Induktion; (3.2.6|) ist genau der Induktions-
anfang und der Induktionsschritt.

Angenommen, dass spang{wi, ..., Ws, Vsi1,...,0,} =V firein 1 <s <n-—1,
existieren hy, ..., hs, hsy1, ..., h, sodass

Wst+1 = hlwl +-+ hsws + hs+1vs+1 + hs+2vs+2 + -+ hnvn .

Weil wq, ..., w, nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, miissen, nach Propo-
sition [3.2.6] die Vektoren wy, ..., ws, ws;y linear unabhéngig sein. Also muss einer
der Koeffizienten hgy 1, hsio, ..., h, ungleich Null sein (sonst hatten wir

1 wsp1 — (hqwy + - -+ + hsws) = 0). Wir konnen annehmen, dass hs1 # 0, und
erhalten, dass

-1
Vs+1 = h5+1 (ws+1 - h'lwl - hsws - h5+21)5+2 I hnvn) .

Deshalb erhalten wir, dass vsy1 € spang{ws, ..., ws, Wsi1, Vsia,-..,0,}. Da jeder

Vektor in {wy, ..., ws, Vsi1, ..., v, } ein Element in spang {wy, . .., ws, Wsi1, Vsiay .-, Un}

ist, erhalten wir, dass
V = spang{wy, ..., Ws, Vsi1,...,0,} C spang{wy, ..., Ws, Wsi1,Vst2,...,Un}

und (3.2.7) folgt. O

Als Folgerung erhalten wir:

Korollar 3.2.8

Es seien {vy,...,v,} und {wy,...,w,} zwei Basen eines Vektorraums V. Dann
n=nm.

Beweis. Weil {vy,...,v,} eine Basis ist, erzeugen die Vektoren vy, ..., v, den Vek-
torraum V. Weil {wy,...,w,,} eine Basis ist, sind die Vektoren wy, ..., w,, linear
unabhéngig. Also impliziert Satz[3.2.7 dass m < n. Mit derselben Methode konnen
wir beweisen, dass n < m, und die Behauptung folgt. O
Vorlesung 13 - 01.12.2016

Dieses Korollar erlaubt uns, folgende Definition zu geben:
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Definition 3.2.7 « Essei V ein Vektorraum, der eine endliche Basis {vy, ..., v,}
besitzt. Dann nennen wir n die Dimension von V und bezeichnen sie mit

o Essei V = {0}, dann setzen wir dimg (V) = 0.
« Falls V' # {0} keine endliche Basis besitzt, setzen wir dimg (V') = occ.

Beispiel 3.2.6 « Es sei K" = {(ky,...,k,) | ks € K} und ey,...,e, wie in
Beispiel Weil {ej,...,e,} eine Basis von K" ist, erhalten wir, dass
dimg (K™) = n. Bemerken Sie, dass

(kl,...,kn):k1€1—|—"'+kn€n.

Deshalb sind die Koeffizienten des Vektors (ki,...,k,) beziglich der Basis
{e1,...,en} genau die Komponenten &y, . .., k,. Wir nennen die Basis {e,...,e,}
die kanonische Basis von K”.

o Der K-Vektorraum aller Matrizen M,, ,(K) hat Dimension m - n. In der Tat

ist eine Basis gegeben durch die Matrizen {A;;}1<i<m, wobei der Koeffizient
1<5<n

apk von Ay ist gleich 1 falls h =i und k = j, und Null falls h # i oder k # j,
und
Mpyn(K) 2 A= (a;)1<i<m = Z ai;Aij .
Isjsn 1<i<m
1<j<n
« Der Vektorraum KJ[z] besitzt keine endliche Basis (Sehen Sie Bemerkung|3.2.2)),
also dimg (K[z]) = oco. Der (Unter)Vektorraum K|z], der Polynome, deren
Grad hochstens n € N ist, hat Dimension n (Ubung).

Proposition 3.2.9

Es sei V' ein Vektorraum, mit dimg (V) =n. Wenn vy, ... v, € V linear unabhdingig
sind, dann ist {vq,...,v,} eine Basis von V.

Beweis. Wir sollen nur beweisen, dass spang{vq,...,v,} = V. Es sei v € V ein
beliebiger Vektor. Nach dem Satz und nach dimg (V') = n haben wir, dass
U1,...,U,, v linear abhingig sind. Also existieren ki, ...,k,, k € K, nicht alle Null,
sodass

kivi + -+ kv, + kv =0.

Weil nach Voraussetzung vy, ..., v, linear unabhangig sind, muss der Koeffizient k
nicht Null sein, also

v =k '~k — - — kyv,) € spang{vy,...,vn}.

Weil v beliebig ist, erhalten wir, dass spang{vy,...,v,} = V. ]
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Proposition 3.2.10 (Basiserginzung)

FEs sei V' ein Vektorraum, mit dimg (V') =n. Wenn vy, ..., v € V linear unabhdngig
sind, dann ezistieren vgi1,...,v, € V, sodass {vi,..., vk, Vks1,...,0n} eine Basis
15t.

Beweis. Nach dem Satz und nach der Voraussetzung dimg (V') = n haben wir,
dass k < n. Wenn k = n, folgt die Behauptung nach Proposition [3.2.9,

Nehmen wir an, dass k < n. Bemerken wir, dass {vy,...,vs} kein Erzeugen-
densystem sein kann, sonst wiirden wir eine Basis mit £ < n Elementen erhalten
und das ist ein Widerspruch (Sehen Sie Korollar [3.2.8)). Deshalb kénnen wir einen
Vektor vy, € V finden, der nicht in spang{vq,..., vz} ist. Wir wollen beweisen,
dass vy, ..., VU, V11 linear unabhangig sind. Nehmen wir

hivy + -+ - + hgvg + hpp1vp = 0.

Bemerken wir, dass hg,q = 0. In der Tat, falls hg,q # 0, dann kénnten wir vy als
Linearkombination von vy, ..., v, schreiben:

Vk+1 = hlzil(_hlvl - hkvk)

und wiirden einen Widerspruch erhalten, weil vy ¢ spang{vy, ..., v} Weil by =
0, miissen wir h; = ... = h; = 0 haben, weil vy, ..., vy linear unabhéngig sind. Also
haben wir bewiesen, dass vy, ..., Uk, Vx4 linear unabhéngig sind. Falls &k + 1 = n,
nach Proposition haben wir, dass {vy, ..., v, Ug11} eine Basis von V ist. Falls
k + 1 < n kénnen wir den obigen Schritt wiederholen und einen Vektor vy,o ¢
spang{vy, ..., vk41} finden, sodass vq,..., Uk 1, Uks2 linear unabhéngig sind. Falls
k + 2 = n, Proposition impliziert, dass {vy,...,vx40} eine Basis von V ist.
Andernfalls wiederholen wir den obigen Schritt (n — k)-Male, und finden n linear
unabhéngige Vektoren vy, ..., v, die, nach Proposition eine Basis sind.

m

3.2.3 Untervektorraume und Basen

Eine weitere Folgerung von Satz [3.2.7] ist

Korollar 3.2.11
Es sei V' ein K-Vektorraum, mit dimg(V) = n. Dann dimg(U) < n, fir jeden
Untervektorraum U C V.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass dimg(U) < oo, und es sei {uy,...,uy,} eine
Basis von U. Weil V' ein Erzeugendensystem mit n Elementen besitzt und weil
Ui, ..., Uy linear unabhéngig sind, impliziert Satz [3.2.7, dass m = dimg(U) < n.
Was wir noch beweisen sollten ist, dass dimg(U) < oco. Wenn nicht, seien uq, . .., uy,
linear unabhéngige Vektoren. Unsere Voraussetzung (dimg(U) = oo) impliziert,
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dass spang{us,...,u,} # U. Also kénnen wir einen Vektor w,,,; € U finden,
sodass U1 ¢ spang{uy,...,u,} und sodass uy, ..., Up, Uy1 linear unabhingig
sind (Sehen Sie den Beweis der Proposition [3.2.10). Durch Wiederholung dieses
Verfahrens konnten wir N linear unabhéngige Vektoren in U C V finden, fiir alle
N € N, und Satz sagt uns, dass das ein Widerspruch ist. O

Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V. Nach der
Definition folgt, dass der Schnitt UNW auch ein Vektorraum ist (Sehen Sie Definition
B:2.2). Bemerken Sie, dass der Schnitt immer eine nicht-leere Menge ist (weil 0 €
UNV). In Allgemeinen, gegeben sei eine Familie {U;};c; von Untervektorraumen
von V', der Schnitt N;c;U; ist immer eine nicht-leere Menge und ein Untervektorraum
von V.

Die Vereinigung U U W von zwei (oder mehreren) Untervektorrdaumen U und
W ist nicht immer ein Untervektorraum. In der Tat, wenn v € U und w € W, ist
die Summe u+ w nicht unbedingt in UUW. Zum Beispiel, es seien u # 0 und w # 0
Vektoren in R3, mit w # Au fiir alle A € R (also, u und w sind nicht proportional).
Definieren wir U := spang{u} = {ku | k € R}; also ist U der Untervektorraum
aller Vektoren proportional zu u. Ahnlich sei W := spang{w} = {kw | k € R}, der
Vektorraum aller Vektoren proportional zu w. Weil u nicht proportional zu w ist
folgt, dass u + w nicht proportional ist, weder zu u noch zu w, also u+w ¢ UUW.

Vorlesung 14 - 05.12.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.3
Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V. Welche Bedingun-
gen iiber U und W implizieren, dass U U W ein Untervektorraum ist?

Gegeben zwei Untervektorraume U und W, definieren wir
U+W:={ut+w|uelU und weW}.
Bemerken Sie, dass fiir alle uy,us € U, wi,ws € W und k € K wir haben

(u1 +wy) + (ug + wa) = (ur +up) + (w1 +w2) €U+ W

k(u; +wq) = kuy + kw, e U+ W,

also ist U+W ein Untervektorraum. Wir nennen U+W die Summe zweier Untervek-
torrdaume U und W. Bemerken Sie, dass UUW C U4+W,weill U > u =u+0 € U+W
undWsw=0+welU+W.

Falls U N W = {0}, nennen wir U + W die direkte Summe von U und W und
wir bezeichnen diese Summe mit U & W. Wir haben das folgende:
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Lemma 3.2.12
Zu jedem v € U & W, gibt es eindeutig bestimmte Vektoren uw € U und w € W mit
v =u+w.

Beweis. Es seien uq,us € U und wy,wy € W, sodass v = uy + wy = us + wy. Also
up —us = wy —wy; € UNW. Weil dieser Schnitt gleich 0 ist, erhalten wir, dass
u; = Uy und wy = wy. O

Es seien U und W zwei K-Vektorraume. Das kartesische Produkt
UxW:={(u,w)|ueU und we W}

von U und W ist ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation definiert
wie folgt:
(u1,wy) + (ug +ws) := (uy + ug, wy + wo)
k(uy,wr) :== (kuy, kwy)

fir alle (uy, w), (ug2, we) € Ux W und k € K. Der Nullvektor ist natiirlich (0y, Oy ),
wobei Oy der Nullvektor in U und Oy der Nullvektor in W ist.

Es seien U’ := {(u,0) | uw € U} C U x W und W' := {(Op,w) | w €
W} CUx W. Weil jedes (u,w) € U x W gleich (u,0y) + (0y,w) ist und weil
U'NW' = {(0y,0w)} erhalten wir, dass

(3.2.8)

UxW=UaW.

Satz 3.2.13

Es seien U und W zwei Untervektorraume eines Vektorraums V', mit dimg (U) < oo
und dimg (W) < co. Dann haben die Untervektorrdume UNW und U+ W endliche
Dimensionen, und die folgende Formel gilt:

dimg (U) + dimg (W) = dimg (U + W) + dimg (U N W). (3.2.9)
Falls U + W die direkte Summe von U und W ist, gilt
dimg (U) + dimg (W) = dimg (U + W). (3.2.10)
Formel heilt die Grassmann Formel.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Dimension von U NW endlich ist, weil UNW
ein Untervektorraum von U ist, und die Behauptung folgt nach der Voraussetzung
dimg (U) < oo und Korollar 3.2.11] Es sei m := dimg(U N W). Wir haben zwei
Falle: m = 0 und m > 1. Der erste Fall ist eine Ubung. Wir beweisen den zweiten
Fall m > 1.

Es sei {by,...,by,} eine Basis von U N W. Nach Proposition existieren
Uy, ..., us € Uund wy, ..., wy € W, sodass {by,...,bn,u,...,us} eine Basis von U
und {by,...,bm, w1, ..., w} eine Basis von W ist. Wir bemerken, dass

dimg (U) + dimg (W) —dimg(UNW) =m+s+t.
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Also, um ([3.2.9)) zu beweisen, gentigt es zu beweisen, dass {by, ..., by, U1, ..., Us, w1, ...

eine Basis von U + W ist. Insbesondere erhalten wir, dass dimg (U + W) < oo.
Es sei u +w € U + W. Dann existieren Koeffizienten

Q1yeeey Quy By ooy By oyl 71, - € K| sodass
u = arby + -+ amby, + Srur + -+ + PBsus und
w= alby + -+ al by +wy + -+ pwye,  also

ut+w= (ar+ai)bi+-+ (Qm + )by + frug + - -+ + Boust
YWy e YWy

Wir konnen schlieen, dass spang{by, ..., by, u, ..., us,wy,...,w} = U+ W. Was
wir noch beweisen sollen ist, dass die Vektoren by, ..., b, uq, ..., us, wy,...,w; linear
unabhéngig sind.

Nehmen wir die Linearkombination

Oélbl 4+ Oémbm —|—51U1 + e —I—ﬁsus +"}/1U)1 + - +’tht = 0, (3211)
also
ew ceunw cU
Ywy + o+ pwe = — [ @by + -+ Qpbm + Srug + -+ Bsus

und die zweite Seite muss in U N W sein. Weil {by,...,b,,} eine Basis von U N W
ist, existieren 1, ..., 0, € K, sodass

by + -+ Qb + Brun + -+ Seus = 0101 + -+ -+ O

also
(al _51>b1+"'+(am_5m)bm+ﬁlul+"'+Bsus =0.
Weil {by,..., by, u1,...,us} eine Basis von U ist, erhalten wir, dass «; = §; fur alle
t=1,...,mund B, =... =, =0. Nach (3.2.11)) haben wir, dass
a1b1—|—~--—|—ozmbm+71w1—i—-'-—i-%wt =0.
Weil {by,...,bm, w1, ..., w} eine Basis von W ist, erhalten wir, dass a; = 0 fiir
allei =1,...,mund v; = 0 fir alle j = 1,...,¢. Also kénnen wir schlieflen, dass

alle Koeffizienten in (3.2.11)) Null sind, deshalb ist {b1, ..., by, w1, ..., ug, w1, ..., Wi}
eine Basis von U + W.
L]

Beispiel 3.2.7

Essei V=R3 und U = {(z,y,2) € R® | y =0} und W = {(z,y,2) € R}) | z = 0}.
Weil jede (z,v,2) gleich (z,0,2) + (0,y,0) ist, erhalten wir, dass U + W = R3.
Man kann nachpriifen, dass dimg(U) = dimg(W) = 2 und dimg(U N W) = 1, weil
UNW = {(x,0,0) | z € R}. Also ist R?® keine direkte Summe von U und W, und
gilt.
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4.1 Rang

Wir beginnen dieses Kapitel mit einer wichtigen

Bemerkung 4.1.1
Es sei A € M, ,(K) eine Matrix, x = (1 22 ... z,) Unbekannten und

AxT =0 (4.1.1)

das dazugehorige homogene lineare Gleichungssystem. Sie haben schon bemerkt,
dass die Menge ¥y der Losungen des Systems ein Untervektorraum von K™ ist (Sehen
Sie Aufgabe 3.6, wobei ¥y = ker(A), und man kann annehmen, dass wir einen
allgemeinen Korper K haben). Was wir bemerken mochten ist, dass die Eristenz
einer nicht trivialen Losung des Systems abhdngt von der linearen Abhdngigkeit der
Spalten von A.

Es sei
a1 A2 - Aip
Q21 Q22 -+ dAgp
A=
m1 Am2 - Amp
und 57 = (an a1 - aml)aSQ = (@12 A - am2)a e, S = (aln Qop - amn) die

Spalten von A, betrachtet als Vektoren in K. Wir bemerken, dass (k1, ..., k,) € K"
eine Losung von Ax? = 0 ist genau dann, wenn

k1S1 + koSo+ -+ k,S5, =0 e K™.
Wir konnen schliefen, dass

(i) Das System Ax? = 0 eine nicht triviale Lésung hat genau dann, wenn die
Spalten von A (betrachtet als Vektoren in K™) linear abhéngig sind.

(ii) Tm Allgemeinen sagt uns die Menge der Losungen des Systems [4.1.1] welche
Spalten als Linearkombinationen der anderen Spalten geschrieben werden kon-
nen.

(iii) Also héngt die Dimension von spang{Si,...,S,} nur von den Lésungen des
Systems Ax? = 0 ab.

Vorlesung 15 - 08.12.2016

Nachstehend mochten wir folgende Frage beantworten: “Wie viele” Losungen
hat Ax? =07
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Um die obige Frage zu prazisieren, brauchen wir das Konzept vom Rang einer
Matrix.

Definition 4.1.1
Es sei A eine Matrix in M,, ,(K).

ES seien Zl = (an a1 - aln), ZQ = (a21 a9o -+ agn), ey Zm = (am1 a9 - - amn)
ihre Zeilen, betrachtet als Vektoren in K", und S; = (a1 as1 -+ am1),
Sy = (a12 ase - ama),..., Sy = (@1, a2n -+ Gmy) ihre Spalten, betrachtet als

Vektoren in K™.

o Der Zeilenrang von A, bezeichnet mit z(A), ist definiert als die Dimension von
spang{Z1, Zay ...y Zm }-

o Der Spaltenrang von A, bezeichnet mit s(A), ist definiert als die Dimension

von spang{S1, Sa, ..., 5.}
1 2 2
AZ(z 4 4)'

Beispiel 4.1.1
Es sei

Da Zy = 2Z; und Z; # 0, erhalten wir, dass der Zeilenrang gleich 1 ist. Da
Sy = 53 = 257 und S; # 0 erhalten wir, dass der Spaltenrang gleich 1 ist. Also ist
der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang. Im folgenden Satz beweisen wir, dass das
immer so ist.

Satz 4.1.1
Fir jede Matriz A € M, ,(K), ist der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass z(A) = 0 genau dann, wenn A die Nullmatrix
ist, und A = 0 genau dann, wenn s(A) = 0. Wir kénnen nun annehmen, dass
2(A) > 0. Wie wir schon in Bemerkung [4.1.1] gesagt haben, hiangt der Spaltenrang
von A nur von der Menge der Losungen des Systems ab. Deshalb adndert
sich s(A) nicht, wenn wir zwei Zeilen des Systems vertauschen (Proposition
. Jetzt mochten wir folgendes benutzen:

Bemerkung 4.1.2

Es sei dimg (spang{vy,...,v,}) = r. Dann r < m und es existieren r linear unab-
héngige Vektoren v;,, ..., v;. € {v1, ..., vy}, sodass spang{vy, ..., v, } = spang{v;,. ..
(Ubung).
Nach dieser Bemerkung wissen wir, dass es z(A) Zeilen von A gibt, sodass
ihr Span genau spang{Zi, ..., Z,} ist. Nehmen wir an, dass genau die erste z(A)
Zeilen von A erfiillen spang{Z1,..., Z.(a} = spang{Zi, ..., Z,} und definieren wir
an a2 - Qip
~ az1 Qg2 -+ Q2p
A=

Az(A)1 GzA)2 - (z(A)n

7Uir}
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Bemerken wir, dass z(A) = z(A). Wir mochten beweisen, dass s(A) = s(A).
Weil Z; € spang{Z,...,Z.(a)} fir alle i = 2(A),..., m, existieren Koeffizienten
Qi,...,054), sodass Z; = a1 2y + -+ + a4 Zza). BEs folgt, dass die Menge der
Losungen des Systems Ax” = 0 enthalten sind in der Menge der Losungen des Sys-
tems (.1.1). In der Tat, es sei k = (ki, ..., k,) eine Losung des Systems AxT =0,
dann fir alle i = z(A),...,m

=0 =0
—— —

Zi k' =(a1Z1 4+ @) Zaay) kK =1 Z1 K"+ + aga) Zoay - kK =0,

Umgekehrt ist es leicht zu sehen, dass jede Losung von eine Losung des
Systems AxT = 0 ist. Nach Bemerkung konnen wir schlieBen, dass s(A) =
s(A).

Jetzt bemerken wir, dass die Spalten von A Vektoren in K*“) sind. Weil
dimg (K*4) = 2(A), erhalten wir, dass s(A) = s(A) < 2(A).

Durch Wiederholung der obigen Argumentation mit A” anstelle von A, erhal-
ten wir, dass z(A) = s(AT) < 2(AT) = s(A), und die Behauptung folgt. O

Der obige Satz erlaubt uns, folgende Definition zu geben:

Definition 4.1.2
Es sei A eine Matrix in M,, ,(K). Ihr Rang, bezeichnet mit r(A), ist definiert als
ihr Zeilenrang (oder, nach Satz [4.1.1} als ihr Spaltenrang).

Beispiel 4.1.2
Was ist der Rang von I, € GL,(K)? Wir bemerken, dass die Zeilen (und Spalten)
von [, die kanonische Basis von K™ geben, also r(I,,) = n.

Bemerkung 4.1.3
Es sei A € M,,,(K). Weil die Zeilen Vektoren in K" und die Spalten Vektoren in
K™ sind, nach Satz [£.1.1] erhalten wir, dass

r(A) < min{n,m}.
Die folgende Proposition ist leicht zu beweisen und ihr Beweis ist eine Ubung.

Proposition 4.1.2
Es sei A eine Matriz in My, ,(K), und A" eine Matriz in M,, ,(K), die von A
erhalten werden kann durch folgende “elementare Operationen”:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen (bzw. Spalten);

(2) Multiplikation einer Zeile (bzw. einer Spalte) mit einem Faktor der ungleich
Null ist;

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile (bzw. einer Spalte) von einer anderen.
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(Sehen Sie Definition[1.3.9). Dann gilt
r(A) =r(A).

Bemerkung 4.1.4
Bemerken Sie, dass die obige Proposition wie folgt formuliert werden kann:

Es sei A € M,,,(K) eine Matrix und E € M,,(K) eine elementare Matrix.
Dann

r(A) =r(EFA).
Es sei F' € M, (K) eine elementare Matrix, dann
r(A) =r(AF).
(Vergleichen Sie mit Proposition [2.2.4])
Proposition 4.1.3 1. Es seien A € M,, ,,(K) und B € M, ,(K). Dann

r(AB) < min{r(A),r(B)}.

2. Es seien A € GL,,(K), B € M, ,(K) und C € GL,(K). Dann
r(AB) =r(B) =r(BC).

Beweis. 1. Es seien Z1(A),...,Z,(A) die Zeilen von A, betrachtet als Zeilen-
vektoren (also Z; € M, (K) fir alle i) und Sy(B),...,S,(B) die Spalten von
B, betrachtet als Spaltenvektoren (also S,(B) € M, ;(K) fiir alle ). Durch

Definition von Matrixmultiplikation, fiir alle = 1, ..., m ist die i-te Zeile von
AB gegeben durch

Z(AB); = (Z(A)iS(B)1, Z(A)iS(B)z; ..., Z(A)iS(B)p) =
= (ai1bin + aizbar + - - - + @inbp1, ainbia + aiobas + - - - + inbya, . . -,
anbip + aigbop + - - + ainbyy) =
= CLﬂZ(B)l + aiQZ<B)2 +---+ amZ(B)n,

wobei Z1(B), ..., Z,(B) die Zeilen von B sind, betrachtet als Zeilenvektoren.
Also ist die i-te Zeile von AB eine Linearkombination von Zeilen von B. Es
folgt, dass

spang{Z(AB)1, ..., Z(AB),} C spang{Z(B)1,...,Z(B),.},

deshalb r(AB) < r(B). Um zu beweisen, dass r(AB) < r(A), bemerken wir,
dass
r(AB) = r((AB)") = r(BTAT) < r(A") = r(A),

und erhalten die Behauptung.
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2. Durch die Ungleichung, die wir in 1. bewiesen haben, erhalten wir
r(AB) < r(B) = r((A7'A)B) = r(A7'(AB)) < r(AB),

also 7(AB) = r(B). Ahnlich kann man beweisen, dass r(B) = r(BC).

Was folgt ist der wichtigste Satz dieses Abschnitts:

Satz 4.1.4
Es sei A € M,,(K). Dann ist A invertierbar genau dann, wenn r(A) = n.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Durch Proposition Teil
2., erhalten wir, dass r(A) = r(AA~") = r(I,) = n (Sehen Sie Beispiel [4.1.2)).

Jetzt nehmen wir an, dass 7(A) = n. Also ist die Menge der Zeilen
{Z(A)1,Z(A)a,...,Z(A),} eine Basis von K". Es seien Z(I,); € K", fir i =
1,...,n, die Zeilen der Einheitsmatrix I,,. Weil {Z(A), Z(A)s,...,Z(A),} eine
Basis von K" ist, existieren Koeffizienten b;1, ..., b;, € K, sodass

Z(1,); = bnZ(A) + binZ(A)g + -+ - + bin Z(A),, .

Es sei B € M, (K) die Matrix, deren Koeffizienten gegeben sind durch (b;;)1<i j<n-
Bemerken wir, dass die obige Gleichung dquivalent ist zu I,, = BA. Ahnlich kann
man beweisen, dass es C' € M, (K) gibt, sodass I,, = AC. Also B = B(AC) =
(BA)C = C und B = A~'. Also ist A invertierbar. O

Vorlesung 16 - 12.12.2016

4.2 Die Determinante
Wir mochten eine Abbildung
det: M, (K) - K

definieren, wobei det(A) die Determinante von A genannt wird. In Satz haben
wir bewiesen, dass A invertierbar ist genau dann, wenn r(A) = n. Die Determinante
erlaubt uns noch ein Kriterium zu haben, um zu wissen ob A invertierbar ist oder
nicht. Insbesondere, was wir beweisen mochten, ist dass

A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.
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4.2.1 Definition der Determinante
Es sei d: M, (K) — K eine Abbildung, die die folgenden Eigenschaften besitzt:
(D1) d(1,) =1 (Normalisierung);

(D2) Die Abbildung ist linear in jeder Zeile: Es seien Zieoi Tns Zi € K" n-
dimensionale Zeilenvektoren, dann fiir alle 1 <7 <n und A € K

Z Z A
Zi—l _ Zi—l Z’iv—l
Zis1 Zi1 Zit1

Zn Zn Zn

(D3) Wenn A € M, (K) zwei gleiche Zeilen hat, dann gilt d(A) = 0.

Was wir beweisen mochten ist, dass es genau eine Abbildung d mit obigen Eigen-
schaften gibt, und d wird die Determinante genannt und bezeichnet mit “ det”.

Bemerkung 4.2.1

Nach Eigenschaft (D2) haben wir, dass falls eine Zeile von A gleich Null ist, dann
d(A) = 0. In der Tat, gegeben die Zeilen Z1,...,2; 1,0, Z;11,...,%Z, von A, und
gegeben ein beliebiger Zeilenvektor Z; € K", dann konnen wir Z; als Z; + \O
schreiben, fiir alle A € K, und nach (D2) haben wir

Z1 Zl Zl Zl
Zi Zi—q Zi Zi

d Z; =d| Z;+X0 | =d Z; + M 0
Ziq Ziq1 Zi1 Ziy1

Zn Zn ZTL Zn

Weil wir A # 0 nehmen kénnen, gibt uns die obige Gleichung d(A) = 0.
Zuerst beweisen wir folgendes:

Satz 4.2.1
Es sei d: M,(K) — K eine Abbildung, die die Eigenschaften (D2) und (D3) er-
fallt, und E;;, E;(N), Eij(X) € GL,(K) die Elementarmatrizen (Sehen Sie Abschnitt

[2.2.3). Dann gilt fir alle A € M, (K):
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1. d(E;; - A) = —d(A), firallel <i# j <n.

2. d(E;(N\) - A) = XNd(A), fir alle A #0 und 1 < i <n.

3. d(Ei;(N) - A) =d(A), fir alle A\ e Kund 1 <i#j<n.
Beweis. Es seien Zy, ..., 7, die Zeilen von A, und 1 <i < j < n. Nehmen wir die
Matrix

Z
Zi+ Z; i-te Zeile

7 + Z; | J-te Zeile

Zn,
Nach Eigenschaft (D3) erhalten wir, dass d(B) = 0, und nach Eigenschaft (D2)
haben wir, dass

A Z Z
Zi+ 7, Z Z,
0 =d : =d : +d : =
Zi+ 7, Z+ 7 Z+ 7
Zn, Ly Ly
Zl Zl Zl Zl
Z, Z, Z Z,
=d| | +d| ¢ | +d|f |+ : =d(A) +d(Ey - A),
Z, Z, Z, Z,
Zn Zn Zn Zn
———
=0 nach (D3) =d(A) d(E;j-A) =0 nach (D3)

und wir erhalten Eigenschaft 1.

Um 2. zu beweisen, seien Z1,...,7;, ..., Z, die Zeilen von einer Matrix A €

M,,(K), und wir schreiben A\Z; als 0+ A- Z;. Nach (D2) und Bemerkung haben
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wir, dass
Zy Zy Z
Zi Zi Zi
d(E;(N)-A)=d| Nz, | =d 0 +Xd| Z; = Md(A).
Zit1 Zi1 Zit1
Ln Ln Zn
Jetzt beweisen wir 3. Es seien Z1,...,7%;, ..., Z, die Zeilen von einer Matrix

A € M, (K). Dann nach (D2)

Zl Z1 Zl
Zifl Zifl Zifl
d(E;(N)-A)=d| Z;+X2Z; |=d| Zi |+Xd| Z; |=d(A)+N(DB).
Zit1 Zit1 Zit1
Zn, Zy, Zy,
=:B

Bemerken wir, dass die ¢-te und j-te Zeile der letzter Matrix B gleich sind, also ist
d(B) = 0 nach (D3), und wir erhalten d(E;;(\) - A) = d(A). O

Bemerkung 4.2.2

Mit obigen Tatsachen konnen wir Eigenschaft (D2) generalisieren: Gegeben Zeilen-
vektoren 21, ..., Z; 1, Zix1, ..., 4 € K", Zi17 N Zlk € K" und Skalare A\j,..., \x €
K", gilt

71 21 Z1
Zi1 Zi1 Zi1

d )\1ZZ-1—|—---—|—)\kZik = \d Zi1 + 4 Ad Zf
Ziq Zit1 Ziy1

7 L /s

(Ubung.)

Korollar 4.2.2
Es sei d: M,(K) — K eine Abbildung, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3)
erfillt. Dann
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(a) d(E;;) =—1 firallel <i<j<mn;
d(E;(N) =X firallel <i<nund\#0;
d(Eij(N) =1 firallel <i#j<n.
(b) Es sei A€ M,(K) und E € GL,(K) eine Elementarmatriz. Dann
d(E-A)=d(E)-d(A) und d(E")=d(E).
Beweis. Um (a) zu beweisen, geniigt es Satz zu benutzen mit A = I,,. Die erste

Gleichung in (b) folgt nach Satz und Korollar [4.2.2] (a). Die zweite Gleichung
ist eine Folgerung von Teil (a) und folgender

Bemerkung 4.2.3
Die Elementarmatrizen erfiillen

Eg =Ey, EMN"=EQ), E;N"=E;().
(Ubung.)

Die folgende Proposition ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz [£.1.4]

Proposition 4.2.3

Es sei A € M,(K) eine Matriz, die nicht invertierbar ist. Dann muss fir jede
Abbildung d: M, (K) — K, die die Eigenschaften (D2) und (D3) erfillt, d(A) =0
sein.

Beweis. Weil A nicht invertierbar ist, impliziert Satz dass r(A) < n. Also
sind die Zeilen 71, ..., Z, von A linear abhéngig. Es sei

olel+---+oznZn:O

eine Linearkombination, die Null ist. Weil Z;,..., 7, linear abhéngig sind, gibt
esein i =1,...,n mit a; # 0. Also kénnen wir Z; als Linearkombination von
Ly Zi1y Ziva, - - -, Ly schreiben:

Zi=0Zr+ -+ BiciZica + BiviZiza + -+ By
Nach Bemerkung [4.2.2] erhalten wir, dass

Zy Zy Zy Zy Z
szl szl Zifl szl szl
d| Z =bd| Zv |+ ABiad | Zia (+Bimd | Zign |+t Bud | Zn
ZH-I ZH—I Zi+1 ZH—l
: Zi1

und nach (D3) ist die rechte Seite Null. O
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Bemerken Sie, dass eine Abbildung d: M, (K) — K, die die Eigenschaften (D2)
und (D3) erfiillt, gegeben ist zum Beispiel durch d(A) = 0 fiir alle A € M,,(K) (also
ist d(A) = 0 nicht nur fir nicht-invertierbare Matrizen). Aber, wenn wir Eigenschaft
(D1) benétigen, méchten wir beweisen, dass es genau eine Abbildung d gibt (die wird
die Determinante genannt), und d # 0, weil (D1) uns sagt, dass d([,,) = 1.

Definition 4.2.1 .
Essei A € M, (K). Fir jede 1 <4, j < n definieren wir die Matrix A;; € M,,_1(K) als
die Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Zum Beispiel sei

10
A=\ 2 4 , dann z. B. Ay = 45 und Ay = 2o .
30 0 8 3 8

Satz 4.2.4
Es existiert genau eine Abbildung d: M, (K) — K, die die FEigenschaften (D1), (D2)
und (D3) erfillt. Wir bezeichnen diese Abbildung mit

co Ut N

det: M,(K) - K
und nennen det(A) die Determinante von A.

Beweis. Eindeutigkeit. Bs seien d: M, (K) — Kund d: M, (K) — K zwei Abbildun-
gen, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfiillen. Wir sollen beweisen, dass
d(A) = d(A) fir alle A € M,(K). Falls A nicht invertierbar ist, Proposition m
impliziert, dass d(A) = d(A) = 0. Kénnen wir nun annehmen, dass A invertierbar
ist. Es seien Ej,..., E, Elementarmatrizen, sodass I, = Ey---E;A (Sehen Sie

Abschnitt [2.2.3). Nach Eigenschaft (D1) erhalten wir, dass
d(Ey---EiA) =d(Ey--- F,A).

Wir konnen nun Korollar N-Male benutzen (bemerken Sie, dass d(E) € K* fiir
alle Elementarmatrizen E!) um zu zeigen, dass d(A) = d(A).

Vorlesung 17 - 15.12.2016

FExistenz. Um die Existenz zu beweisen, gentigt es eine Abbildung zu finden, die die
Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfullt. Weil eine solche Abbildung eindeutig
definiert ist, bezeichnen wir sie mit “det”, sie wird Determinante genannt. Wir
definieren det: M,,(K) — K durch Induktion iiber n.
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Fir n = 1 kann man leicht beweisen, dass det(a) = a Eigenschaften (D1)-
(D3) erfiillt fiir alle (a) € M;(K). Nehmen wir an, dass wir die Determinante fiir
alle (n — 1) x (n — 1)-Matrizen schon definiert haben. Dann definieren wir fiir
Ae M,(K)yund j=1,...,n

det(A) := > (=1)"a;;det(A;;)  (Entwicklung nach der j-ten Spalte), (4.2.1)

i=1
wobel fll-j die Matrix in Definition ist.

Bemerkung 4.2.4

Bemerken Sie, dass wir in ein 7 = 1,...,n gewdhlt haben. Also, aprior-
isch hdngt die rechte Seite in (4.2.1) von j ab. Aber wenn wir beweisen, dass die
Abbildung in die Eigenschaften (D1)—(D3) erfiillt, dann haben wir durch
Eindeutigkeit auch bewiesen, dass die Summe in nicht von j abhangt.

(D1): Wir miissen beweisen, dass det(/,,) = 1. Bemerken Sie, die Eintréige von

I, erfiillen a;; # 0 genau dann, wenn ¢ = j, und aj; = 1. Ferner ist (1,,);; = 1.
Also per definitionem

det(I,) = Xn:(—l)i”aij det((1,);;) = (=1)" ay; det(I,,_;) = det(I,_1).

i=1

Weil det: M,,_;(K) — K Eigenschaft (D1) (nach Induktionsannahme) erfiillt, erhal-
ten wir, dass det([,) = det([,,_1) = 1.

(D2): Wir miissen die Linearitét in jeder Zeile beweisen, d.h. furallel1 <k <n
und A € K

A Z1 Al
Zp—1 L1 Zp—1

det | Zp, + \Z, | = det Z, + Adet Z,
L1 Zit1 Zrt1

Zn Zn Zn

Es sei A die Matrix mit Zeilen Zy, . .., Zx_1, Ze+NZy, Zis1, - - -, Z und (1) ay, det(flz-j)
einer der Summanden in (4.2.1). Falls & # i bemerken wir, dass nach Induktion

det(A;;) linear in der k-ten Zeile (von Ayj) ist, und a;; nicht von k abhéngt. Somit
erhalten wir, dass (—1)"*/a;; det(A;;) linear in der k-ten Zeile von A ist. Falls k = 4,
dann ist ay; linear in der k-ten Zeile. Ferner héngt Ay; nicht von der k-ten Zeile ab.

Also erhalten wir auch in diesem Fall, dass (—1)""/a;; det(A;;) linear in der k-ten
Zeile von A ist. Es folgt, dass det(A) linear in der k-ten Zeile ist.
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(D3): Nehmen wir an, dass die r-te und s-te Zeile von A gleich sind. Bemerken
Sie, dass falls 1 # r und i # s, die Matrix A;; zwei gleiche Zeilen hat. Also ist in
diesem Fall det(A;;) = 0 (nach Induktionsannahme), und nach (4.2.1)) erhalten wir

det(A) = Z(—l)iﬂaij det(ij) = (—1)T+jarj det(flrj) + (—1)S+ja5j det(flsj).

i=1

Bemerken Sie, dass die Menge der Zeilen von flrj gleich der Menge der Zeilen von
flsj ist. Dass heifit, dass wir flm- in flsj mit Zeilenvertauschung iiberfithren kon-
nen. Nach Satz und nach Induktionsannahme wissen wir, dass det(Ej,A;) =
—det(A,;). Also mdchten wir berechnen wie viele Vertauschungen wir brauchen,
um flrj in flsj iiberzufithren. Wir erkléaren diese Berechnung mit einem Beispiel.
Es seien Zi,...,Z, € K" die Zeilen von A ohne j-tes Element (also ohne aj,

firi=1,... ,~n). Es sei s = r 4+ 1. Dann sind die Zeilen von A,; gegeben durch

1, .. s Zr,lerH, Y/ Zn, und dNiejeniggn von flsj durch Zy, ..., 2, 1,2y, Zypyo, . ..

Weil Z, = Z,1, erhalten wir, dass A,; = A,j, und wir brauchen |s —r| =1 =10
Zeilenvertauschungen. Falls s = r 4 2, sind die Zeilen von flsj gegeben durch
Zi,... 2o, 2, Zr—i—l; Zr+3, ..., Z,. Weil in diesem Fall ZT+2 — Z, ist, brauchen wir
genau |s — r| — 1 = 1 Zeilenvertauschung. Es ist einfach zu sehen, dass im Allge-

meinen genau |s — r| — 1 Zeilenvertauschungen gebraucht werden. Nach Satz

und nach Induktionsannahme erhalten wir, dass det(A,;) = (—1)"*"=1 det(4,;) =

(—=1)"5"!det(A,;) und

(—1)*ag; det( ~5j~) =
(—1>T+j710,7~j det(Arj) = 0.

det(A) = (-1)""a,, det({lrj)
A

: +
(—=1)"a,; det(A,;) +

Beispiel 4.2.1 « Wenn n = 1 haben wir det(a) = a.

e Wenn n = 2 dann

det ( CCL Z ) = (=1)'""a - det(d) + (—=1)*"c- det(b) = ad — be.

In diesem Fall haben wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte gewéhlt. Falls
wir die Entwicklung nach der 2-ten Spalte wéhlen haben wir

det < c 2 ) = (=1)""?b- det(c) + (=1)***d - det(a) = ad — bc.

(Natiirlich, durch Eindeutigkeit geben die zwei Entwicklungen dasselbe Ergeb-
nis.)

Y

Zy.
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e Es sei n = 3, und nehmen wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte, dann
erhalten wir

@11 Q12 Q13
det 21 Q9292 Q23 =
a31 azz G33

— (=) "*lay det [ 92 9B ) 4 (1) gy det [ 120913
( ) 1 Q32 Aa33 ( ) 21 a3z A33

Q12 Q13
+(—1)3*tag; det =
( ) 31 Q22 Q23
= all(a22a33 - 023&32) - a21(al2a33 - 013a32) + a31(012a23 - a13a22)-

Jetzt mochten wir folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2.5
Es seien A, B € M, (K).

1. A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0.

2. Es gilt det(A - B) = det(A) det(B).

3. Wenn A invertierbar ist, dann gilt det(A™') =1/ det(A).
4. Es gilt det(AT) = det(A).

Beweis. 1. In Proposition haben wir schon bewiesen, dass falls A nicht in-
vertierbar ist, dann det(A) = 0 oder, aquivalent gesagt, dass falls det(A) # 0,
A invertierbar ist. Wir miissen noch beweisen, dass falls A invertierbar ist, dann
det(A) # 0. Es seien F1,..., Ey Elementarmatrizen, sodass E,, - -+ E1A = I,,. Be-
merken wir, dass det(A) # 0 genau dann, wenn det(Ey --- E1A) # 0. Das ist
eine Folgerung aus Korollar Weil det(l,) = 1, konnen wir schliefen, dass
det(A) # 0.

Vorlesung 18 - 19.12.2016

2. Zuerst beweisen wir, dass det(AB) = det(A) det(B), falls A invertierbar
ist. Es seien Fi,...,Ey Elementarmatrizen, sodass Ey--- 1A = I,, also A =
Et .- Ey'. Weil die Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind,

impliziert Korollar [1.2.2] (det(EA) = det(E) det(A)), dass

det(AB) =det(E{'---EN'B) = det(E; ") ---det(Ey') det(B) =
=det(E;!--- EyY) det(B) = det(A) det(B).
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Falls A nicht invertierbar ist, wissen wir schon, dass r(A4) < n (Satz und
det(A) = 0 (Proposition [4.2.3). Wir mochten beweisen, dass A- B nicht invertierbar
ist. In der Tat impliziert Proposition [£.1.3] Teil 1. (r(AB) < min{r(A),r(B)}),
dass 7(AB) < n. Also AB ist nicht invertierbar (Satz und det(AB) = 0
(Proposition [4.2.3)), deshalb det(AB) = 0 = 0 - det(B) = det(A) det(B).

3. Essei A invertierbar. Dann A™'A = I,,, und det(A™") det(A) = det(A™'A) =
det(I,) = 1. Ahnlich ist det(A)det(A™!) =1, und det(A~!) = det(A)~ .

4. Zuerst bemerken wir, dass A invertierbar ist, genau dann wenn A’ in-
vertierbar ist. Das ist eine Folgerung aus dem Satz , und r(A) = r(A7T).
Falls A nicht invertierbar ist, dann det(A) = det(A”) = 0 (Proposition [4.2.3).
Nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Es seien FEj,..., Ey Elementarmatrizen,
sodass A = E;'---Ey'. Dann det(A) = det(E;!)---det(Ey'). Andererseits
AT = (BT - (BYHT, und weil det(ET) = det(E) (Korollar und weil die

Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind, haben wir dass

det(AT) = det((ExN)T) - - det((EyH)T) = det(EY) - - - det(Ey') = det(A).

Bemerkung 4.2.5

Eine Folgerung des Satzes 1. ist:

Um zu beweisen, dass A € M, (K) invertierbar ist, geniigt es eine Matriz B € M, (K)
zu finden, sodass BA = I,, (oder sodass AB = I,,). In diesem Fall B = A"

In der Tat, um zu beweisen, dass A invertierbar ist, sollen wir eine Matrix B finden,
sodass AB = I,, (B heiit die rechte Inverse von A) und CA = I,, (C heifit die linke
Inverse von A). Dann muss C' = C(AB) = (CA)B = B sein (also, muss die rechte
Inverse gleich die linke Inverse sein), und B = A~!'. Falls wir nur die Gleichung
BA = I, (bzw. AB = I,,) haben, kénnen wir nicht direkt beweisen, dass AB = I,
(bzw. BA = I,,) auch gilt. Aber Satz 1. und 2. impliziert, dass falls BA = I,,,
dann det(B)det(A) = 1, also det(A) # 0 und A ist invertierbar. In diesem Fall
muss B die Inverse A~! sein, weil B = B(AA™!) = (BA)A™t = A~L.

Korollar 4.2.6
FEs sei A € M,(K), dann

det(A4) = (=1)"ay det(A;;)  (Entwicklung nach der j-ten Zeile).

i=1

Beweis. Nach dem Satz 4. haben wir, dass det(A) = det(A"). Es sei a; das
Element von A” in ihrer i-ten Zeile und j-ten Spalte, also aj; = aj. Auflerdem
(F)U = (A;)7, also det((ﬁ)zj) = det((A;;)") = det(A;;) und wir erhalten

det(A) = det(AT) = Z(—l)lJr]aZ; det((ﬁ)m) = Z(—1)1+]aﬂ det(flﬂ)

i=1 i=1
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4.2.2 Die Cramersche Regel

In diesem Abschnitt fithren wir eine Formel ein, die uns die Inverse einer Matrix
zu berechnen erlaubt. Zuerst definieren wir eine neue Matrix.

Definition 4.2.2
Es sei A € M, (K). Wir definieren die Adjunkte adj(A) € M,(K) der Matrix A als
die Matrix, deren Elemente (adj(A));; gegeben sind durch

(adj(A))ij = (—1)"7 det(Aj;) .
Beispiel 4.2.2

Essein =2 und

A= < C ) , dann /~111 = (d)7 12112 = (C>7 12121 = (b), AQ? - (a) ,und

¢ d
adj(A)=< d _b>.

—C a

Bemerken wir, dass

= (2 ) (4 )= (5 0 )t

Diese Tatsache gilt in jeder Dimension.

Satz 4.2.7 (Cramersche Regel)
Fir alle A € M, (K) gilt
A-adj(A) =det(A) - I,.

Falls A invertierbar ist, dann

1
~ det(A)

adj(A) .
Beweis. Esseien Zy,...,2Z;,...,2;,...,Z, € K" die Zeilenvektoren von A. Fiir alle
1 <14, j < n definieren wir die Matrix C¥, deren Zeilenvektoren gegeben sind durch
Do Ziyewis Ziyoooy Zy € K™ (also ersetzen wir die j-te Zeile von A mit der i-ten
Zeile). Bemerken wir, dass

(Cl)je = Ay

Es sei c;]k das Element der Matrix C¥ in ihrer j-ten Zeile und k-ten Spalte, und a;,
das Element von A in ihrer i-ten Zeile und k-ten Spalte. Dann gilt

i
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Nach Korollar berechnen wir die Determinante von C'¥ mit der Entwicklung
nach der j-ten Zeile und wir erhalten

n n

det(C%) Z 1)+ %, det( (Cid) 1) = Z 17 a;, det(Aj;) =

S e (adi () = (A-adi ()

Bemerken wir, dass falls i = j haben wir C* = A, und falls i # j, dass det(C¥) =0
(weil C% zwei gleiche Zeilen hat). Somit gilt

det(A) falls i=j,
(A - adj(A));; = det(CV) =
0 falls @ #j.

Also erhalten wir, dass A - adj(A) = det(A)I,. Falls A invertierbar ist, haben wir
det(A) # 0 und obige Gleichung ist aquivalent zu

- (gt goin) - 1.

Nach Bemerkung {4.2.5/ konnen wir schliefen, dass A~ = adj(A). O

2 1
A= 2 -1
1 0

invertierbar ist und berechnen die Inverse.
Zuerst bemerken wir, dass (durch Entwicklung nach der ersten Zeile)

1
det(A)

Beispiel 4.2.3
Wir beweisen, dass die Matrix

1
0
3

141 2 —1 142 0 —1 143 0 2
det(A) = (-1) dt(1 0>—|—(—1) -2-det<3 O>+(—1) -det(3 1)

=1-2(3) + (~6) = 11 #0.

Da det(A) # 0 konnen wir schlieflen, dass A invertierbar ist. Die Cramersche
Regel erlaubt uns, die Inverse zu finden. Wir berechnen die Matrizen A;; und ihre
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Determinanten. Wir haben

Ay = ? _(1) ) . det(Ay) =1, Ay = g _é ) , det(Ap) =3
A= 2) det(Aw) =6 Au=(7] ). det(An)=-1
Ap=(5 o). det(Am) =3 Am=( ], det(du) =5
Y ) det(dy) = 4, Ap=(, ) det(Ag) = —1
Au=(, 5 )  det(Ag) =2,

also
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5.1 Lineare Abbildungen: Definition und
Eigenschaften

In diesem Abschnitt fithren wir Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen ein,
die vertridglich mit der Struktur des Vektorraums sind.

Definition 5.1.1
Es seien V und W zwei K-Vektorraume. Eine Abbildung F': V' — W heifit linear
(oder ist ein Homomorphismus), falls

Fv+v")=F()+ F(') furalle v,0" €V, und (5.1.1)
F(\v) = AF(v) firalle veV und A € K. (5.1.2)

Aquivalent gesagt, eine Abbildung F': V — W ist linear, falls fiir alle v,w € V
und A, \ € K gilt
FOv+ X)) = AF(v) + NF('). (5.1.3)

Die Aquivalenz ist leicht zu beweisen: Bedingungen (5.1.1)) und (5.1.2)) implizieren
(5.1.3), weil

FOw+ M) B2 pow) + FO) BE2 AP (o) + NF() .
Umgekehrt, (5.1.3)) impliziert (5.1.1)) (man kann A = X' = 1 nehmen), und (5.1.2))
(man kann X" = 0 nehmen).

Gleichung (5.1.3) kann generalisiert werden: Es seien vy,...,v, € V und
AL, ..., A € K, dann

Bemerkung 5.1.1

1. Bemerken Sie, dass (5.1.2)) impliziert, dass

FOy)=F(0-v)=0-F(v) =0y und

2. Es seien F:' V — W und G: W — U lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorraumen. Dann Go F': V — U ist auch linear, weil fir alle v,v" € V und
AN €K gilt

G(F(w + X)) = GAAF(v) + NF()) = AG(F(v)) + NG(F(v')).
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Definition 5.1.2
Mit Homg (V, W) bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen zwischen V' und
W. Wir nennen F' € Homg (V, W) einen

(a) Monomorphismus, wenn F' injektiv ist;

(b) Epimorphismus, wenn F surjektiv ist;

(¢) Isomorphismus, wenn F' bijektiv ist;

(d) Endomorphismus, wenn V = W;

(e) Automorphismus, wenn V = W und ¢ bijektiv ist.

Die Menge aller Endomorphismen von V' (bzw. Automorphismen von V') wird durch
Endg (V) (bzw. durch GLg(V')) bezeichnet.

Proposition 5.1.1
Es sei ' € Homg(V,W) ein Isomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung
F~1: W — V ein Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung F~! ist natiirlich bijektiv. Also sollen wir nur be-
weisen, dass F~! linear ist. Es seien w,w’ beliebige Elemente in W, und v,v’
Elemente in V, sodass v = F~!'(w) und v = F~'(w’). Also erhalten wir, dass
F(v) = F(F~'(w)) = w und &hnlich F(v') = w’. Deshalb haben wir

Flw+w)=F Y FW)+F@))=F  (Fu+v))=v+v = Fw)+ F'(w).
Analog, wenn \ € K
F'Ow) = F'(AF(v)) = F Y (F(\W)) = v = F 1 (w).
[

Beispiel 5.1.1 1. Essei N: V. — W die “Null-Abbildung", d.h. N(v) = Oy (der
Null-Vektor von W), fiir alle v € V. Dann ist N eine Lineare Abbildung.

2. Die Identitat 1y: V — V ist ein Automorphismus von V. Nach Bemerkung
und Proposition [5.1.1] haben wir, dass (GLk(V), o) eine Gruppe ist (hier
bezeichnet o die Verkniipfung).

3. Es sei A € K. Die Abbildung Aly: V' — V| definiert als (A1)(v) = v, ist
linear. Wir bemerken, dass falls A = 0, dann 01,, = N. Falls A # 0, dann
Ay € GLg(V) (die Inverse ist genau A~'1y/).
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4. Es seien U, W Untervektorraume von V', sodass V = U & W. Wir haben schon
bewiesen (Lemma [3.2.12)), dass es eindeutig bestimmte Vektoren u € U und
w € W mit v = u + w gibt. Wir definieren die Projektionen py: V. — U
und py: V. — W als py(v) = py(u + w) = w und pw(v) = pw(u + w) = w.
Es ist leicht zu beweisen, dass py und py linear sind. Zum Beispiel, es sei
v =u+w, wobeiv € U und w' € W, und A\, N € K, dann

pr( A+ AN =pr(Au+ Aw + Nu' + Nw') = py(Au + N’ + dw + Nuw')
= Au+ Nu' = Apy(v) + Npy (V).

Ganz analog kann man beweisen, dass py linear ist. Auflerdem sind py und
pw surjektiv, also sind sie Epimorphismen.

5. Essei U ein Untervektorraum von V und i: U — V die Inklusion. Es ist leicht
nachzupriifen, dass ¢ ein Monomorphismus ist.

Proposition 5.1.2

Es sei F': V. — W eine lineare Abbildung, v, ...,v, € V und w; := F(v;), fir jedes
1=1,...,n. Fallsvy,...,v, linear abhdingig sind, dann sind auch wy, ..., w, linear
abhéngig. Aquivalent gesagt, falls wy, ..., w, linear unabhdngig sind, dann sind auch
V1, ..., U, linear unabhdngig.

Beweis. Es seien vy, ..., v, linear abhéngige Vektoren. Also existieren \y,..., A\, €
K, nicht alle gleich Null, sodass

Ao+ -+ A, = 0.
Nach Bemerkung [5.1.T] und durch Linearitdt von F haben wir, dass
O = F(Oy) = F( A1+ -+ A0,) = MF(v1) 4+ -+ M F(vn) = Miwp 4+ -+ Awy,
also sind wy, ..., w, linear abhingig. O]

Fragen und Vertiefungen 5.1.1

In obiger Proposition, es seien vy,...,v, linear unabhangige Vektoren und w; :=
F(v;) fir jedes i = 1,...,n. Kann man schlieBen, dass wy, ..., w, linear unabhéngig
sind?

Vorlesung 19 - 09.01.2017
Satz 5.1.3

Es seien VW zwei K-Vektorraume, {v1,...,v,} eine Basis von V und wy, ..., w,

beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F:V — W,
sodass F(v;) = w; fir allei=1,... n.
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Der obige Satz ist sehr wichtig und sagt uns: um eine lineare Abbildung zu
definieren, geniigt es, das Bild der Elemente einer Basis von V' zu definieren.

Beweis. Esseiv € V,und ky, ..., k, seine Koordinaten beziiglich der Basis {vy, ..., v,},
also v = kyvy+- - -+ k,v,. Wir erinnern uns daran, dass mit Lemma[3.2.4] die Skalare
k1, ..., k, eindeutig bestimmt sind.
Falls es eine lineare Abbildung F' gibt, sodass F'(v;) = w; fiir allei = 1,... n,
dann muss
Fv) = kw4 - + kyw,

sein. In der Tat, durch Linearitat von F' (Gleichung 5.1.4)) folgt, dass
F)=F(kyv + -+ kpvp) = k1 F(vy) + -+ ky F(vn) = kywy + -+ - + kpw, .

Also ist F' eindeutig bestimmt.

Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung F, wie oben definiert, linear ist. Es
selen v = kv + -+ + kpv, und v = Kjvy + --- + kv, wobei k; € K fiir alle
t=1,...,n. Dann

Flo+v) =F((ki+E)vi+-+ (b, + E)vn) = (k1 + EDwy + - + (kn + K)w, =
= kywy + - + kyw, + Kjwy + - - + kLw, = F(v) + F(V').

Also erfillt F' Eigenschaft (5.1.1). Jetzt priifen wir (5.1.2)). Es sei A € K, dann

F(\) = F(Akvp + -+ + Akyu,) = Mqwy + -+ + Akyw, =
= ANkwy + -+ kyw,) = AF(v).

Wir kénnen schlieffen, dass F' linear ist. O]

Definition 5.1.3
Es seien V, W zwei K-Vektorrdume und F' € Homg (V, W). Wir definieren den Kern
von F| bezeichnet mit Ker(F"), durch

Ker(F):={veV |F(v)=0y}CV,
und das Bild von F', bezeichnet mit Im(F"), durch
Im(F):=FV)={weW |w=F(v) fireinen ve V} CW.

Proposition 5.1.4
Es seien V.W zwei K-Vektorraume und F € Homg(V,W).

(a) Ker(F) ist ein Untervektorraum von V und Im(F') ist ein Untervektorraum
von W

(b) F ist injektiv genau dann, wenn Ker(F) = {0y };
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(¢) F ist surjektiv genau dann, wenn Im(F) =W .

Beweis. (a) Zuerst bemerken wir, dass Ker(F) # 0, weil F(0y) = Oy (sehen Sie
Bemerkung [5.1.1). Es seien v,v" € Ker(F) und A € K. Wir miissen beweisen, dass
v+ € Ker(F) und Av € Ker(F'). Das ist eine Folgerung aus der Linearitat von F;
in der Tat

Flv+v)=FWw)+ F') =0y +0y =0y und F(\)=M\F(v) = A0y = Oy .

Um zu beweisen, dass Im(F') ein Untervektorraum von W ist, bemerken wir zuerst,
dass Im(F) # 0 (weil Oy = F(0y) € Im(F)). Es seien w,w’ € Im(F) und X € K.
Nach Definition von Im(F), existieren v,v" € V', sodass F'(v) = w und F(v') = w'.
Wir haben

wHw =Fw)+ F@')=Fu+v) und Aw=AF(v)=F(\),

also ist Im(F’) ein Untervektorraum von W.

(b) Wir haben schon bemerkt, dass F'(0y) = Oy. Also, wenn F' injektiv
ist, dann Ker(F') = {0y }. Umgekehrt, es sei Ker(F) = {0y} und v,v" € V mit
F(v) = F(v). Wir missen beweisen, dass v = v’. Bemerken wir, dass F(v —v') =
F(v) — F(v') = Ow, also v — v’ € Ker(F) = {0y} und v ='".

(c) ist klar. O

Bemerkung 5.1.2
Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, mit dimg(V') = n und {vy,...,v,}
eine Basis. Nach Linearitdt von F' folgt, dass

Im(F) = spang{F(v1), ..., F(v,)}.

Definition 5.1.4
Es sei F' € Homg(V, W). Dann nennen wir die Dimension von Im(F") den Rang der
Abbildung F' und bezeichnen den Rang von F' mit r(F').

Der folgende Satz ist sehr wichtig:

Satz 5.1.5
Es seien V,W zwei K-Vektorriume und F € Homg(V,W). Nehmen wir an, dass
dimg (V') < 0o. Dann gilt

dimg (Ker(F)) + r(F) = dimg(V) .

Beweis. Da Ker(F') ein Untervektorraum von V ist, und da dimg(V) =: n < oo,
Korollar impliziert, dass dim(Ker(F)) =: s < n. Es sei {e1,...,es} eine
Basis von Ker(F). Nach Proposition existieren Vektoren vsiq,...,v, € V,
sodass {e1,...,€s,Vs11,...,0,} eine Basis von V ist (Basisergénzung). Es gentigt zu



5.1. LINEARE ABBILDUNGEN: DEFINITION UND EIGENSCHAFTEN 89

beweisen, dass { F(vsy1), ..., F(v,)} eine Basis von Im(F) ist, weil diese Behauptung
impliziert, dass r(F) = dimg(Im(F')) =n — s = dimg (V') — dimg (Ker(F)).

Es sei w € Im(F'), also existiert v € V sodass F'(v) = w. Esseien ky, ..., ks, ksi1, ...

die Koordinaten von v beziiglich der Basis {ey,...,es, vss1,...,0,}. Wir haben
w = F<k1€1 +-+ kses + kerlUerl +-+ knvn) = ks+1F(Us+1) +ee knF(vn>

Also ist {F'(vs41), ..., F(v,)} ein Erzeugendensystem von Im(F'). Wir sollen noch
beweisen, dass F(vsi1), ..., F(v,) linear unabhéngig sind.
Nehmen wir die Linearkombination

51 F(vsi1) + - + anF(v,) = Oy,
wobei o; € K fir alle ¢t = s+ 1,...,n. Wir haben
Flasi10s41 + -+ + anvy) = Oy,
also g 1vs41 + -+ - + v, € Ker(F). Es seien oy, ..., as € K mit
Og11Vs41 + -0+ U, = e + - -+ + €5,

oder, aquivalent gesagt,

Qsp1Usp1 + -+ Uy —er — - — e = Oy
WEeil die Vektoren ey, ..., es, vsi1,...,v, linear unabhangig sind, erhalten wir a;; = 0
fir alle 2 = 1,...,n und, insbesondere, a1 = --- = a,, = 0. Wir kénnen schlielen,

dass F'(vst1), ..., F(v,) linear unabhéngig sind.
[

Bemerkung 5.1.3
Bemerken Sie, dass W unendliche Dimensionen haben kénnte und auch in diesem
Fall erhalten wir r(F') < oco.

Folgendes Korollar gibt uns eine einfache Methode um zu wissen, wann eine
lineare Abbildung ein Isomorphismus ist.

Korollar 5.1.6
Es seien VW zwei K-Vektorraume mit dimg(V) = dimg(W) = n < oo, und
F € Homg(V,W). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Ker(F)={0v};
2. Im(F) =W;

3. F ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Nach Satz haben wir, dass dimg(Ker(F)) =0 <= r(F) =n. Jetzt
bemerken wir, dass dimg(Ker(F)) =0 <= Ker(F) = {0y}, und dimg(Im(F)) =
r(F)=n <= Im(F) =W, und die Aquivalenz zwischen 1. und 2. bewiesen wird.
Die Aquivalenz zwischen 1. (oder 2.) und 3. ist leicht zu beweisen. O

Vorlesung 20 - 12.01.2017

Definition 5.1.5
Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei K-Vektorraumen V' und W, so heiflen
die Vektorrdume (zueinander) isomorph. Wir schreiben V' ~ W.

Bemerkung 5.1.4
Die Isomorphie “~" zwischen Vektorrdumen ist eine Aquivalenzrelation:

(1) =~ ist reflexiv: V >~V

(2) ~ ist symmetrisch: Wenn V ~ W dann W ~ V;

(3) ~ist transitiv: Wenn V ~ W und W ~ U, dann V ~ U.
Der Beweis ist eine Ubung.

Folgender Satz sagt uns, dass bis auf Isomorphie es nur einen n-dimensionalen
K-Vektorraum gibt.

Satz 5.1.7
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume. Dann gilt V ~ W genau

dann, wenn dimg (V') = dimg(W).

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass V ~ W. Sei F': V — W der Isomorphismus
zwischen V und W. Weil dim(Ker(F)) = 0, impliziert Satz [5.1.5 dass r(F) =
dimg (V). Weil F' surjektiv ist, dann r(F) = dimg(W).

Umgekehrt, sei dimg (V) = dimg(W) = n. Es seien {vy,...,v,} eine Basis
von V und {wy,...,w,} eine Basis von W, und F' die Abbildung mit F(v;) = w;
fiir alle i = 1,...,n (sehen Sie Satz [5.1.3). Weil {ws,...,w,} C Im(F), dann W =
spang{wy, ..., w,} C Im(F) C W, also ist Im(F') = W und F surjektiv. Nach Satz
erhalten wir, dass dimg (Ker(F)) = dimg (V) —r(F) = dimg (V) — dimg (W) =
0, und F' ist auch injektiv. Wir kdnnen schlieflen, dass F' ein Isomorphismus ist. [
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5.2 Lineare Abbildungen und dazugehodrige Matrizen

Seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume, v = {vy,...,v,} eine
Basis von V und w = {wy, ..., w,,} eine Basis von W. Fiir jeden Homomorphismus
F € Homg (V, W) definieren wir eine m x n-Matrix, bezeichnet mit A, (F'), die von
F,v und w abhéngt. Fiir jedes i = 1,...,n definieren wir die Skalare ay;, ..., am; €
K als die Koordinaten von F(v;) beziiglich der Basis w, also

F<U1> = a1;W1 + QA2; W2 + -t Qi Wiy -

Die Matrix Ay (F') ist definiert als

a1; Q12 - Aip
Q21 Q22 - Q2n

AW,V(F> = . . . S Mm,n(K) :
Am1 Am2  *°° Amp

Wir haben schon bemerkt, dass gegeben eine Basis v von V', eine Lineare Abbildung
F:V — W von den Bilden F(v;) der Basis v eindeutig bestimmt ist (sehen Sie Satz
5.1.3)). Also geniigt die Matrix A, y(F'), um das Bild F'(v) eines beliebigen Vektors

in v € V zu bestimmen. Explizit haben wir

Proposition 5.2.1

Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume, v = {vy,...,v,} eine Ba-
sis von V und w = {wy, ..., wy,} eine Basis von W. Es sei F' € Homg(V,W) und
Aw~(F) die dazugehdrige Matriz. Gegeben ein belicbiger Vektor v € V. mit Koordi-
naten x1,...,x, € K beziiglich der Basis v, also v = xqvy + -+ + 2,0, die Koordi-
naten yi, ..., Ym von F(v) beziglich der Basis w, also F(v) = y1wy + -+ + YW,
sind gegeben durch folgende Formel:

U X1
Y T
2l = Awn(P) |
Ym Tn

Beweis. Weil F linear ist, haben wir

F(v) = F(ziv1 + 209+ -+ 2,0,) = 21 F(v1) + 22 F (v9) + -+ - + 2, F(v,) =
= z(anw + anwa + -+ apawy,)+
+I‘Q(CL121U1 + A22W2o + -+ amem) + .-
st zp(awy + agwe + - QW) =

= <Z?:1 au%‘) w1 + (Z?zl a2i$¢)w2 + -+ (Zlﬂ:l amixi> W,
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Also erhalten wir genau, dass

n

U1 Z¢:1 Q1;T; a1x A2 - Aip €
n

Yo Zizl A2;T; Q21 Q22 +++ Qap 1)
n

Ym Zi:l A T Am1 Am2 " Qmp Tp

O

Gegeben zwei K-Vektorrdume V' und W, dann hat die Menge aller Homo-
morphismen Homg (V, W) eine natiirliche Struktur eines Vektorraumes. In der Tat
sind die Addition und Skalarmultiplikation punktweise definiert: Fiir jede F,G €
Homg (V, W), ist F' + G definiert als

(F+G)(v) = F(v)+G(v), firalle veV
und fiir jedes A € K,
(AF)(v) := AF(v), furalle veV.
Es ist leicht zu beweisen, dass F' + G und AF zu Homg(V, W) gehoren, fir jede

F,G € Homg(V,W) und A € K und dass Homg(V, W), mit obigen Operationen,
eine Struktur eines Vektorraumes hat.

Satz 5.2.2
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume, v = {vq,...,v,} eine Ba-
sis von V und w = {wy, ..., wy,} eine Basis von W. Die Abbildung

Awv: Homg (VW) — M, (K)
F = Ay(F)

ist ein Isomorphismus. Insbesondere,
dimg (Homg (V, W)) = mn. (5.2.1)
Beweis. Wir beweisen, dass
(i) Ay ist linear;
(ii) Wir finden eine Abbildung Ly v : M, ,(K) — Homg (V, W), sodass
Lyy o Awyv = lhomg(v,w) und Ay v 0 Lywy = 1y, (x); also ist Ay, bijektiv

und deshalb ein Isomorphismus. (Bemerken Sie, dass nach Proposition
die Inverse (Aw.yv) ' = Ly, auch linear ist.)
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Die letzte Behauptung (Gleichung (5.2.1)) ist dann eine Folgerung des Satzes [5.1.7]

(i) Es seien F,G € Homg(V,W), A := Ay (F) und B := A, (G). Wir
sollen beweisen, dass Ay (F + G) = A+ B und Ay (AF) = MA, fiir beliebige
F,G € Homg(V, W) und A € K. Es seien aj; und b;; die Koeffizienten von A und
B, wobei j=1,...,mund i=1,...,n. Also F(v;) = ay;w1 + agiws + -+ + Qi
und G(v;) = bywy + byyws + « -+ + bpjwy,, fir i = 1,... ,n. Dann (F + G)(v;) =
F(v;) + G(v;) = (ay; + bi)wy + -+ - + (ami + byi ) Wi, und wir erhalten

ay +bnn - ap, + by,

as +b cor Qo + ba,
Awv(Fra)=| 7 m T AL B,

6Lm1<Fbml amn+bmn

Ahnlich kann man beweisen, dass Ay (AF) = AA fiir alle A € K.
(ii) Es sei A € M, (K) mit Zeilen Zy,. .., Z,, betrachtet als Zeilenvektoren
in K" = M;,(K). Definieren wir Ly (A) =: F4 als die Abbildung

Fa(xyvy + -+ zpv,) = (Z1x)wy + - -+ + (ZnX) Wy

wobei x der Spaltenvektor (z;...z,)T ist. Nach Proposition haben wir, dass
Awv(F4) = A oder, dquivalent gesagt, dass Aw.y © Lwy = 1as,,,(x)- Ahnlich haben
wir, dass Ly, 0 Awv(F) = F oder, dquivalent gesagt, dass L,y 0 Awv = Liomy(v,w)-

]

Vorlesung 21 - 16.01.2017

Bemerkung 5.2.1

Im Beweis des Satzes haben wir bewiesen, dass gegeben endlichdimensionale
K-Vektorrdume V, W bzw. mit Basen v = {vy,...,v,} und w = {wy, ..., w,}, und
gegeben eine Matrix A € M, ,(K), es genau eine lineare Abbildung Fa: V — W
gibt, sodass die dazugehorige Matrix (beziiglich der Basen v und w) genau A ist.
Wir nennen Fy die lineare Abbildung assoziiert zur Matriz A. Per definitionem
haben wir, dass

Fa(zivp 4+ -+ -+ x0,) = hwy + -+ + YW

wobeiy = Ax und y = (y1 ... ym)" und x = (21...2,)%.

Beispiel 5.2.1
Es seien V = R und W = R? bzw. mit kanonischen Basen e = {ey, ez, €3} (also



94 KAPITEL 5. LINEARE ABBILDUNGEN

= (1,0,0),e2 = (0,1,0) und e5 = (0,0,1)) und f = {f1, fo} (also f1 = (1,0) und
f2 (0,1)). Deﬁnleren wir die lineare Abbildung F': R* — R?, sodass

Fer) = (2,5) =2f1 +5f2, Flez)=(1,—-1)=f1 — fo, und F(e3) = (0,4) = 4fo.

(Bemerken Sie, dass F(ey), F(es) und F(e3) das Bild F(v), fiir alle v € R3, definieren!
Sehen Sie Satz [5.1.3]) Also erhalten wir

wan-(249)

Wir mochten bemerken, dass die Matrix Age(F) von den Basen von V' und W
abhéngt! Zum Beispiel, es sei f' = {f], f3}, wobei f; = (2,5) und f} = (1,—1). Wir
sollen zuerst beweisen, dass f’ eine Basis von R? ist. Da R? Dimension 2 hat, geniigt
es zu beweisen, dass f| und f; linear unabhangig sind. Es sei

a(2,5) + B(1, —1) = (0,0)

eine Null-Linearkombination. Das System

20+ =0
S5a— =0
: . . — : 2 1.
hat nur die triviale Losung (o, 8) = (0,0), weil die Matrix B = < 5o | -

vertierbar ist (Sehen Sie Bemerkung und Satz und bemerken Sie, dass
det(B) = =7 #0). Also sind f] und f} linear unabhéngig.
Weil (0,4) = 2(2,5) — (1, —1) = 2 f{ — £}, erhalten wir

1 0
Af/,e(F) = (

8
01 ¢

TS

) 7é Af,e<F)'

Proposition 5.2.3

Es seien U,V,W drei endlichdimensionale K-Vektorraume bzw. mit Basen u =
{ug,...;ust, v.={v,...,v,} und w = {wy,...,w,}. Es seien G: U — V und
F:V = W zwei lineare Abbildungen, und F o G: U — W ihre Verknipfung. Dann
erfillen die dazugehorigen Matrizen Ay w(G) € M, s(K), Awv(F) € M, ,(K) und
Agu(F o G) € My, s(K) die Gleichung

Awu(F o G) = Ay y(F)Avu(G).

Beweis. Es sei u = zjuy + -+ + z5us ein beliebiger Vektor in U. Dann G(u) =
T1v1 + -+ TpUn, wWobel x = (21 ... 2,)" = Ay u(G)(21...20)7 = Avu(G)z. Wir
haben auch (F o G)(u) = F(G(u)) = y1wy + - -+ + YWy, Wobel

Y= ym) = Awu(F o G)z.
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Also
Yy = AW,V(F)X = AW,V(F)AV,u(G)Za

und die Behauptung folgt, weil u ein beliebiger Vektor in U ist. O]
Es sei V =W, also Homg(V, V) = Endg (V). Wir haben folgendes

Korollar 5.2.4
Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v = {vy,...,v,} eine Basis von
V und F € Endg(V). Dann

1. F =1y genau dann, wenn Ay (F) = 1,,;

2. F ist invertierbar (also F' € GLx(V')) genau dann, wenn Ay (F') invertierbar
ist (also Ay v(F) € GL,(K)). Falls F € GLg(V), dann

Beweis. 1. Falls F' = 1y, dann natiirlich Ay y(F) = I,,. In der anderen Richtung
geniigt es zu bemerken, dass falls A, (F) = I, also falls F(v;) = v; fir alle i =
1,...,n,dann F(v) =v fur alle v € V.

2. Nehmen wir an, dass F' € GLg(V'). Mit der Hilfe von 1. und Proposition

haben wir, dass
L=A,v(1y) = Ay (Fo F ) = A, J(F)A, (F 7).

Also Ayy(F) € GL,(K) und Ay (F™1) = (Ayy(F))™' (Sehen Sie Bemerkung
iz3).

Umgekehrt nehmen wir an, dass A, y(F) € GLg(V). Es sei B € GL,(K) mit
Avv(F)B = I,. Es sei Fp € Endg(V) die dazugehorige lineare Abbildung, also
Fp = Lyy(B) und B = Ayy(Lyv(B)) (Schen Sie den Beweis des Satzes [5.2.2)).
Nach Proposition erhalten wir, dass

AV,V(F © LV,V(B)) = AV,V(F)AV,V(LV,V(B)) =1,

und nach 1. haben wir, dass F o Ly (B) = 1y, also ist F' surjektiv. Nach Korollar
[5.1.6) konnen wir schlieBen, dass F' bijektiv ist. O

Fragen und Vertiefungen 5.2.1

Im Abschnitt haben wir eine Verbindung zwischen (linearen) Abbildungen und
Matrizen schon gesehen. Es sei V' = M, (R) mit der kanonischen Basis A eingefiihrt
in Beispiel Gegeben A € M, (R), es sei L4: M, (R) — M,(R). Ist L, linear?
Was ist Ax a(L£4)? Koénnen Sie Korollar benutzen, um zu beweisen, dass L4
invertierbar ist, genau dann, wenn A invertierbar ist? (Sehen Sie auch Proposition
2.2.2])
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Definition 5.2.1
Es seien v, w zwei Basen des endlichdimensionalen Vektorraums V. Die Matrix
Ay +v(1y) heiBt die Basiswechselmatriz von v nach w.

Also, per definitionem, sind die Eintrédge der j-ten Spalte die Koordinaten
von v; beziiglich der Basis w = {wy,...,w,}, fiir jedes j = 1,...,n, wobei v =
{v1,...,v,}. Bemerken wir, dass gegeben v € V| haben wir

v=m201 F . A 20, = 1y (V) = yrwy . YWy,
und nach Proposition [5.2.1] erhalten wir
y = Awv(1v)x,

wobeiy = (y1...9,)" und x = (21 ...2,)". Also erlaubt uns die Matrix Ay, (1y)
die Koordinaten von v beziiglich der Basis w von den Koordinaten von v beziiglich

der Basis v zu erhalten.
Auflerdem impliziert Proposition [5.2.3| und Korollar [5.2.4] dass

[n = Av,v(1V> = Av,w(]-V)Aw,v<1V> .
Die obige Gleichung beweist folgendes:

Lemma 5.2.5
Gegeben zwei Basen v und w eines endlichdimensionalen Vektorraums V', dann ist
die Basiswechselmatriz Ay (1y) von v nach w invertierbar und

(AW,V(1V>)_1 - AV,W(l\/) .

Vorlesung 22 - 19.01.2017

Es seien vy, ..., v, Vektoren in V, a;; € K Skalare definiert durch

v = a11Wq + a91W2 + -+ A1 Wy

Up = G1pW1 + A2p,Wo + + + + + Qpp Wy,
und A € M, (K) die Matrix

aiy ... Qip

asy ... QAon
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Formell konnen wir schreiben
=AT| (5.2.2)

Falls {vy,...,v,} eine Basis von V ist, ist die Matrix A genau Ay (1y). AuBerdem
ist A in diesem Fall invertierbar (Lemma [5.2.5). Umgekehrt haben wir, dass

Lemma 5.2.6
Es sei A eine invertierbare Matriz und vy, ..., v, Vektoren definiert durch (5.2.2)).
Dann ist {vy,...,v,} eine Basis von V.

Beweis. Weil A invertierbar ist, ist A7 auch invertierbar, und formell kénnen wir
schreiben
wy U1

=A™ | (5.2.3)

Wn, Un

Also {wy, ..., w,} C spang{vy,...,v,} und deshalb

spang{wi, ..., w,} C spang{vi,...,v,} (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen [3.2.2).
Weil {wy,...,w,} eine Basis von V ist, folgt es, dass spang{vy,...,v,} = V. Jetzt
gentigt es zu bemerken, dass ein Erzeugendensystem mit n = dim(V) Elementen
eine Basis ist. (Wenn nicht, dann kénnten wir eine Untermenge I = {iy,...,ix} C
{1,...,n} finden, mit k < n, und Vektoren v;,, ..., v;,, sodass spang{v;,,...,v; } =
V und v;,,...,v;, linear unabhangig sind. In diesem Fall hatten wir einen Wider-
spruch, weil dim(V) = k < n wére. Vergleichen Sie mit dem Beweis des Satzes
3.2.5) O

Eine wichtige Auswirkung des Lemmas [5.2.5| und [5.2.6 ist folgendes:

Korollar 5.2.7

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v eine Basis von V und B die
Menge aller Basen von' V. Es seiv = (vi...v,)T der “Spaltenvektor” der Elemente
der Basis v. Dann

B={Muy|M e GL,(K)}.

Beweis. Mit Lemma konnen wir die Inklusion “C” beweisen: Gegeben eine
Basis w, dann ist die Matrix M genau Ay (1y)7. Lemma beweist die andere
Inklusion “2”. O

Fragen und Vertiefungen 5.2.2
Es sei V' ein K-Vektorraum, wobei K entweder Q, R oder C ist, mit dimg (V) =n >
0. Was ist die Kardinalitdt von B?
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Lineare Abbildungen von K" nach K™

Es seien V = K" und W = K™ mit kanonischen Basen e = {ey,...,¢,} und
f={fi,..., fm} Jede Matrix B € M,, ,(K) definiert die lineare Abbildung
Fp(x) = Bx (5.2.4)

wobei wir die Vektoren in K" (bzw. in K™) mit der Menge der Spaltenvektoren
M, 1(K) (bzw. M,,1(K)) identifiziert haben.
Es ist leicht zu beweisen, dass Ago(F5) = B. Dies ist eine Folgerung aus der
folgenden Tatsache:
Fg(e;) = Be; = S;, (5.2.5)

wobei 5; die i-te Spalte von B ist. Bemerken Sie, dass falls e und f keine kanonischen
Basen von K™ und K™ sind, dann A¢ o(F5) # B!

Nach (5.2.5)) erhalten wir

r(Fg) = dimg(Im(Fp)) = dimg(spang{Fg(e1),...,Fple,)}) =
= dimg (spang {51, ..., 9.}) = r(B) = r(Ase(Fp)).

Wir bemerken, dass die Koordinaten des Vektors Bx homogene Polynome ersten
Grades in x4, ..., x, sind.
Umgekehrt, gegeben m homogene Polynome ersten Grades
Fi(xy,...,z0), ..., Fu(x,...,x,), ist die Abbildung
F: K" — K™
F(zy,...,x,) = (Fi(z1, . cyxn)y oo Ep(xy, .00 )

eine lineare Abbildung.

Beispiel 5.2.2
Es sei

1 2 0
B - ( 3 4 _1 ) c MQ;),(R),
dann ist die lineare Abbildung F: R?* — R?, definiert wie oben, gegeben durch
Fp(z1, 19, 23) = (21 + 239, 321 + 429 — 3) .

Wir bemerken noch einmal, dass B = A¢ o(F'5), wobeie = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
und £ = {(1,0), (0,1)} die kanonischen Basen bzw. von R? und R? sind.
Umgekehrt, sei F': R? — R? die Abbildung definiert als

F(iL‘l, xz,fﬂg) = (233'1 + 633'2 — T3,T2,T9 — 1'3) .
Dann ist F' linear und F' = F’g, wobei

2 6 —1
B=|01 0 |eMsR).
01 —1
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Der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli

In Aufgabe 4.4 haben Sie schon den Satz von Kronecker-Rouché-Capelli be-

wiesen. Wir erinnern uns daran, dass der Satz uns sagt, dass gegeben eine Matrix
A e M, n(K)

apg ... Qi
A= ; : ;
Ami - Qmn
ein Spaltenvektor b = (by...b,,)" und Unbekannte x = (z1,...,x,)?, das lineare
Gleichungssystem
Ax =b (5.2.6)

eine Losung hat genau dann, wenn r(A) = r(A|b), wobei (A|b) die augmentierte
Matrix ist, also
ai;y ... Qip b1

(Afb) =
Am1 - Amn bm
In diesem Fall sagt uns der Satz, dass das System 00" "(4) Losungen hat.

Jetzt konnen wir einen zweiten Beweis dieses Satzes geben.

Essei Fy: K" — K™ die lineare Abbildung definiert in ([5.2.4)). Wir bemerken,
dass das System ([5.2.6]) eine Losung hat genau dann, wenn b € Im(F)). Wir haben
schon bemerkt, dass Im(F4) = spang{Fg(e1),...,Fp(e,)} = spang{Si,...,Sn}
Also kénnen wir schliefen, dass

belm(Fy) < r(A) =r(Alb).

(Warum ist die obige Aquivalenz wahr?) Wir méchten jetzt beweisen, dass falls
b € Im(F4), das System 00" ") Lisungen hat.

Wir erinnern uns daran, dass ein lineares Gleichungssystem oo® Losungen hat
genau dann, wenn die Menge der Losungen von s unabhéangigen Parametern abhangt
(Sehen Sie Abschnitt [1.3.1], insbesondere (1.3.7))).

(i) Zuerst bemerken wir, dass nach Proposition m ein lineares Gleichungssys-
tem (das Losungen besitzt) oo® Losungen hat genau dann, wenn das dazuge-
horige homogene lineare Gleichungssystem

Ax =0 (5.2.7)

oo® Losungen hat. In diesem Fall ist die Menge der Losungen von ((5.2.7)) der
Gestalt

20 = {(Pl(tl,...,ts),...,Pn(tl,...,ts))7 tl,...,tsEK} CK”,

wobei Py, ..., P, homogene Polynome ersten Grades sind.
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Vorlesung 23 - 23.01.2017

(ii) Wir bemerken, dass diese Menge ein Untervektorraum von K" ist: ¥, ist genau
der Kern von F4! Auflerdem ist dim(3) = s. In der Tat seien

Pl(tl,...,ts) :a11t1+a12t2+"‘+0613t3

Pn(tl,: cots) = amty + Oéngt.g + -+ gt ,
fir o;; € K. Dann
Yo ={ti(o1,. .., an)+ta(Qra, ..., ap2)+- - Fts(ags, .. ., ans), ti,...,ts € K},
also

Yo =spang{a; = (a11, ..., Qn1)y ... 0 = (Q1gy ..o, Qns) b

Die Unabhéangigkeit dieser Vektoren ist eine Folgerung aus der Tatsache, dass
t1,...,ts unabhingige Parameter sind (Priifen Sie nach!). Also dim(%) = s.

(iii) Nach Satz kénnen wir schlieen, dass

s = dim(Xy) = dim(Ker(Fy)) =n —r(Fa) =n —1r(A).

Ubung. Es sei V ein Vektorraum und e = {ej,es, e3} eine Basis von V.
Es seien v = {vy,v9,v3} und w = {wy, wy, w3} zwei Teilmengen von V', wobei die
Koordinaten von v; beziiglich der Basis e sind (1, 1,0). Wir schreiben v; = e(1,1,0).
Dann vy = e(2,1,1), v3 = e(0,—2,1), w; = e(—1,0,1), ws = e(1,-2,—3) und
w3 = e(1,1,1). Beweisen Sie, dass v und w Basen von V sind, und berechnen Sie
Aw,v(]-\/) und Av,w(1V)~
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Es sei V ein K-Vektorraum von Dimension n, und v = {vy,...,v,} eine Basis.
In diesem Kapitel betrachten wir Endomorphismen von V. Es sei F' € Endg (V).
Wir bezeichnen die Matrix Ay (F) nur mit Ay(F). Satz gibt uns einen Iso-

morphismus von Vektorraumen

Ay: Endg (V) — M, (K)

F o Ay(F). (6.0.1)

Also, wenn die Basis v fest ist, konnen wir Endomorphismen von V mit den dazuge-
horigen Matrizen identifizieren. Wir bemerken noch einmal, dass
Av(y) =1,
und F' ein Automorphismus ist genau dann, wenn A, (F) invertierbar ist:
FeGLg(V) < A\ (F) e GL,(K),
(sehen Sie Korollar und wir erhalten eine Bijektion
Ay: GLg(V) — GL,(K)
(Bemerken Sie, dass in obigem Fall, A, kein Isomorphismus ist! In der Tat haben
GLg(V) und GL,(K) keine Struktur von Vektorrdumen.)
Die Determinante eines Endomorphismus

In diesem Abschnitt wollen wir die Determinante det(F') eines Endomorphis-
mus F' von V definieren. Die Idee ist, den Isomorphismus zu benutzen. Aber
wir sollen zuerst beweisen, dass det(Ay(F')) unabhéngig von der Basis v ist. Wir
schreiben F': V — V als

vivhyv Ly
wobei die gewahlten Basen bzw. w, v, v, w sind. Nach Proposition|5.2.3|und Korollar
[5.2.4] erhalten wir, dass

AW(F) = AW,V(1V)AV(F)Av,W<1V) = (Av,W(l\/))ilAV<F)AV,W(1V)- (6-0-2)

Nach dem Satz [4.2.5 folgt, dass det ((Av,w(lv))_1> = det (A“W(lv))il, also und
(6.0.2) impliziert, dass

det (Aw(F)) = det (Ay(F)) . (6.0.3)

Gleichung (6.0.2)) beweist, dass det (AV(F )) von der Basis v ist, und wir bezeichnen
sie mit det(F').
Definition 6.0.1

Es sei F' € Endg (V) ein Endomorphismus von V. Dann nennen wir det(F") € K die
Determinante des Endomorphismus F'.
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Ahnliche Matrizen

Definition 6.0.2
Wir sagen, dass zwei Matrizen A, B € M, (K) dhnlich (oder konjugiert) sind, falls
es eine invertierbare Matrix M € GL,(K) gibt, sodass

B=M"1AM.
Wir schreiben A ~ B

Bemerkung 6.0.1 (i) Gegeben F' € Endg (V) und Basen v, w von V, impliziert
(6.0.2), dass die Matrizen Ay (F) und Ay (F) dhnlich sind.

(ii) Wir bemerken, dass det(A) = det(B) wenn A ~ B.

Lemma 6.0.1
~ ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

Beweis. (Reflexivitiat) A ~ A, weil A = I[71AIL,.

(Symmetrie) Es seien A, B € M, (K) mit A ~ B, also existiert M € GL,(K)
sodass B = M~1AM. Diese Gleichung ist dquivalent zu MB = MM *AM = AM,
und zu MBM™' = AMM™ = A, also A = MBM™' = (M Y)"'BM~!, und
B~ A.

(Transitivitat) Es seien A, B,C € M, (K), sodass A ~ B und B ~ C. Dann
existieren M, My € GL,(K) sodass B = Ml_lAMl und C' = M{lBMZ, also C' =
My MY AM My = (MyMy) Y A(My My), und A ~ C. O

Vorlesung 24 - 26.01.2017

Proposition 6.0.2

Es seien A, B € M,(K) und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind A
und B genau dann dhnlich, wenn es einen Endomorphismus F € Endg(V) und
Basen v = {vy,...,v,} und w = {wq,...,w,} von V gibt, mit A = A (F) und
B = Ay (F).

Beweis. Wir haben schon bemerkt, dass die Matrizen A, (F'), Aw(F) beziiglich ver-
schiedener Basen v,w eines Endomorphismus F' &hnlich sind. (Bemerkung

(i).)

Umgekehrt, seien A und B &hnliche Matrizen. Es sei v eine Basis von V,
und F:= Ly(A); dann A = A (F) (Sehen Sie den Beweis des Satzes [5.2.2)). Wir
wollen eine Basis w von V finden, sodass B = Ay (F). Um w = {wy,...,w,} zu

finden, benutzen wir Gleichung (6.0.2). Es sei M € GL,(K), sodass B= M~tAM.
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A-posteriori muss M = Ay w(1y) gelten. Deshalb sei w; der Vektor in V', dessen
Koordinaten beziiglich der Basis v genau die Elemente der ¢-ten Spalte von M sind,
also w; = myvy + -+ + mpv,, fir jedes ¢ = 1,...,n. Da M invertierbar ist,
impliziert Korollar [5.2.7, dass w = {wy, ..., w,} eine Basis von V ist. Aufierdem ist
per definitionem von w die Matrix M genau Ay w(1y), und nach Gleichung

haben wir

Aw(F) = (Ay w(1y)) TAV(F) Ay w(1y) = M'AM = B.

6.1 Diagonalisierbare Endomorphismen und
diagonalisierbare Matrizen

Definition 6.1.1 (a) Eine Diagonalmatriz ist eine quadratische Matrix D € M, (K),
bei der alle Eintrige aufierhalb der Hauptdiagonale Null sind. Aquivalent
gesagt, wenn D = (d;;), dann ist D eine Diagonalmatrix genau dann, wenn
d;; = 0 fir alle ¢ # j, also

dll 0 Ce 0
0 do 0 _
= . ) . = dlag(dn, d227 RN ;dnn) .

(b) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus F €
Endg (V') heit diagonalisierbar, falls es eine Basis v von V' gibt, sodass A (F)
eine Diagonalmatrix ist, also

0 XA - 0
0 0 - A\,

(c¢) Eine quadratische Matrix A € M, (K) heiBt diagonalisierbar, wenn sie &hnlich
zu einer Diagonalmatrix ist, also wenn es eine Matrix M € GL,(K) und
A1, A € K gibt, sodass

M™'AM = diag(A1, ..., \y) .

Bemerkung 6.1.1
Proposition impliziert, dass F' € Endg(V) diagonalisierbar ist genau dann,
wenn Ay (F') diagonalisierbar ist.

Insbesondere, sei V' = K" und B € M,,(K). Dann ist B diagonalisierbar genau
dann, wenn die Abbildung Fg definiert in diagonalisierbar ist.
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Essei F' € Endg(V) ein diagonalisierbarer Endomorphismus und v = {vy,...,v,}
eine Basis von V. Dann

F(Ul) = )\ﬂ}i fur alle i = 1, oo, (611)

genau dann, wenn A, (F') = diag{\,..., \,}.
In diesem Abschnitt werden wir verstehen, wann ein Endomorphismus (oder
eine Matrix) diagonalisierbar ist.

Beispiel 6.1.1

In Aufgabe 5.4 haben Sie bewiesen, dass falls dimg (V') = 1 jeder Endomorphismus
F:V — V der Gestalt F' = Aly ist (wobei A € K). Also, jeder Endomorphis-
mus eines eindimensionalen K-Vektorraums ist diagonalisierbar. (In diesem Fall ist
Ay (F) diagonal, fir jede Basis v!).

Falls dimg(V) > 1, kann man Endomorphismen finden, die nicht diagonal-
isierbar sind. Um diagonalisierbare Endomorphismen zu charakterisieren brauchen
wir mehr Theorie.

Definition 6.1.2

o Es sei V' ein K-Vektorraum und F' € Endg (V). Ein Vektor v € V heifit
Figenvektor, falls v # 0 und gibt es ein A € K, sodass

Fv) = \v.

Der Skalar X heifit Figenwert von F', und wir sagen, dass v ein Eigenvektor
zum Eigenwert A ist.

Die Menge der Eigenwerte von F' wird Spektrum genannt und o (F') geschrieben,
also

o(F)={\eK|IveV\ {0} Fv)=v}.

o Essei A € M,(K). Ein Eigenvektor x € K" von A ist ein Eigenvektor der
linearen Abbildung Fa: K* — K" definiert in (5.2.4). Ahnlich, ein Figenwert
A € K von A ist ein Eigenwert von F4. Falls x € K" ein Eigenvektor zum
Eigenwert A € K ist, dann haben wir

Ax = Ax,
wobei x als Spaltenvektor betrachtet wird.

Beispiel 6.1.2
Es seien V ein K-Vektorraum und F' der Endomorphismus A1y, wobei A € K. Dann
ist jeder Vektor v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Es sei F': V — V ein Endomorphismus, der nicht injektiv ist. Dann ist jeder
Vektor in Ker(F) \ {0} # 0 ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.



106 KAPITEL 6. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Bemerkung 6.1.2

Die Voraussetzung v # 0 in der Definition eines Eigenvektors von F' ist wichtig, weil
sie die Eindeutigkeit des Eigenwerts des Eigenvektors v impliziert. In der Tat, sei
v € V\ {0} ein Eigenvektor zum A € K und p € K, dann F(v) = Av = pw, also
(A= p)v =0. Weil v # 0, erhalten wir A = p. (Falls v = 0, dann (A — )0 = 0 fiir
alle A\, u € K.)

Der Eigenraum zu einem Eigenwert
Es sei A € o(F) ein Eigenwert von F. Wir definieren
VA(F) ={v €V | v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert \} U {0} C V.

Wir nennen V,\(F) den Eigenraum von F zum Eigenwert A. Die nichste Proposition
sagt uns, dass V) (F) eine wichtige Struktur hat.

Proposition 6.1.1
VA(F) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass V) (F) # 0, weil 0 € V) (F'). Wir sollen beweisen,
dass gegeben beliebige Skalare k1, ko € K und Vektoren vy, vy € V)\(F), dann kjv; +
kove € V\(F'). Falls kjvy + kovy = 0, dann nach der Definition von V) (F') kénnen
wir schlielen, dass kjv; + kave € V) (F). Falls nicht, dann sollen wir beweisen, dass
F(kwl + ]{32?}2) = >\(l€11}1 + /{321}2). Wir haben

F(kﬂ)l + k?QUQ) = k)lF(Ul) + kQF(UQ) = ]ﬁ)\l}l + /{32/\7)2 = )\(klvl + k?gvg),
und die Behauptung folgt. O]

Gegeben A € M, (K), dann nennen wir V)\(A) den FEigenraum von A zum
FEigenwert A, wobei Vy(A) := V\(Fa).

Proposition 6.1.2
Es sei F' € Endg (V') und vy, ... v € V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten
My Ag. Falls N\ # N; fir alle © # j, dann sind vy, ..., v linear unabhdngig.

Also sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig.

Beweis. Wir beweisen die Proposition mit Induktion nach k. Falls £ = 1, dann
ist v linear unabhéngig, weil v; # 0 (Aufgabe 3.9 a)). Jetzt nehmen wir an, dass
k > 2. Es seien aq, ..., a, Skalare und

a1V + QU + -+ + QU = 0. (612)
Also

0= F(0) = F(ayv; + agvy + « - - + agvg) = \aqvg + Aaaiovs - - - + Apagvg. (6.1.3)
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Andererseits, wenn wir durch Ay multiplizieren, erhalten wir
AMaqvy + Ajaguy - - + Ao, = 0. (6.1.4)
Wenn man die Gleichung von subtrahiert, dann haben wir
az(Ag — A)vg + -+ + ap(M — M) = 0.
Nach Induktion sind die Eigenvektoren vs, ..., vy linear unahéngig, also muss
a;(N; — A1) = 0 gelten, fur alle i = 2,... k. Weil \; # A\ fur alle i > 2, folgt es,

dass a; = 0 fir alle ¢ = 2,..., k. Nach (6.1.2) haben wir, dass ay = 0, weil v; # 0.
Also miissen alle Skalare aq, s, ..., a; Null sein, und die Behauptung folgt. n

Vorlesung 25 - 30.01.2017

Proposition 6.1.3

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg (V). Nehmen wir an,
dass jeder v € V \ {0} ein Eigenvektor von F ist. Dann existiert A € K, sodass
F = \y.

Beweis. Falls dimg (V') = 1, dann haben wir schon bemerkt, dass ein A € K existiert,
sodass F' = A1y (Aufgabe 5.4). Also kénnen wir annehmen, dass dimg (V') > 2. Es

sei {v,...,v,} eine Basis von V. Nach Voraussetzung existieren Aq,..., A\, € K
(nicht unbedingt unterschiedlich), sodass F(v;) = \ju; fur alle i = 1,...,n. Zuerst
wollen wir beweisen, dass Ay = ... = \,. Seien 1 < i # j < n und v;; := ¢; + ¢;.

Nach Voraussetzung existiert \;; € K, sodass
F(vi) = Aijuig = Nij(ei + ¢5).
Andererseits, durch Linearitat von F', erhalten wir
F(Uij) = F(@z + €j) = F(el) + F(ej) = )\iei + )\jej.
Mit Hilfe der obigen Gleichungen haben wir (A\;; — A\;)e; + (Aij — Aj)e; = 0. Weil
e;, €; linear unabhangig sind, erhalten wir A;; = A; = A;. Weil 4 und j beliebig sind,
haben wir, dass A\; = ... = \,;; nennen wir diesen Skalar \. Weil F'(e;) = \e; fir alle

i=1,...,n, und weil {ej,...,e,} eine Basis von V ist, haben wir, dass F(v) = \v
fir alle v € V| also F' = Aly. O
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6.1.1 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Methode, um Eigenwerte und Eigen-
vektoren eines Endomorphismus F' zu finden. Ein wichtiges Konzept ist gegeben
durch das charakteristische Polynom. Um die Definition dieses Polynoms zu recht-
fertigen, brauchen wir folgende:

Proposition 6.1.4
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V'). Fin Skalar A € K
ist ein Eigenwert von F genau dann, wenn der Endomorphismus

F—Xy: V>V
definiert als (F' — A\1y)(v) = F(v) — A(v) fur alle v € V', nicht injektiv ist.

Bemerkung 6.1.3

Nach Korollar [5.1.6] ist G := F — A1y nicht injektiv genau dann, wenn G ¢ GLg(V)
(also, wenn G kein Automorphismus ist). Nach Korollar [5.2.4 G ¢ GLk(V') genau
dann, wenn A, (G) ¢ GL,(K), wobei v eine beliebige Basis von V' ist. Ferner, nach
Satz [1.2.5] gilt Ay (G) ¢ GL,(K) genau dann, wenn det(Ay,(G)) = det(G) = 0.
Also kénnen wir Proposition neu fassen:

Ein Skalar X € K ist ein Eigenwert von F genau dann, wenn det(F — A1y) = 0.

Beweis. Der Endomorphismus F' — A1y ist nicht injektiv genau dann, wenn
Ker(F —A1y) # {0}, also genau dann, wenn ein Vektor v € V'\ {0} existiert, sodass
(F — Aly)(v) = 0. Diese Gleichung ist dquivalent zu

F(v) =M
und v € Ker(F — A1y) \ {0} ist ein Eigenvektor von F. O

Um die Proposition zu benutzen, miissen wir eine Basis v = {vy,...,v,}
wahlen, um det(Ay (F — A1y )) explizit zu berechnen. Es sei

ai;r a1 ... Qip

21 Q22 ... QA9
A=A, (F) = .

Ap1 Ap2 ... QApp

Da Ay v(F — Aly) = Ay y(F) — Ay v(Aly), und

AV,V()\1V> = dlag()‘7 )‘a s 7)‘)7
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haben wir, dass
al — A a2 cee Ain
a Qoo — A ... Qo
Ay o(F = My) = 21 22 2
a/nl anQ e a,m — )\

Diese Berechnung begriindet folgende:

Definition 6.1.3
Es sei A € M, (K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten a;;,1 < i,5 < n, und
x eine Unbekannte. Die Determinante der Matrix

a1 — T a12 ce Q1n
a91 oo — T ... A9y,
A—zxl, =
Qp1 an2 e Qpp — X

ist ein Polynom Pa(x) € K[z] und heifit charakteristisches Polynom der Matrix A.

Wir wollen das charakteristische Polynom eines Endomorphismus F' definieren.
Die Idee ist die Matrix A := A, y(F') zu benutzen um Pp(z) als Pa(x) zu definieren.
Aber diese Matrix hangt von der Basis v ab. Wir erinnern uns daran, dass zwei Ma-
trizen Ay y(F) und Aw w(F') beziiglich verschiedener Basen v und w von V' dhnlich
sind (Sehen Sie Bemerkung [6.0.1)). Dann, um Pp(z) zu definieren, brauchen wir nur
das folgende:

Lemma 6.1.5
Gegeben zwei dhnliche Matrizen A und B, gilt

Py(x) = Pp(x).
Beweis. Es sei M € GL,(K), sodass B= M~'AM. Dann
B—al,=M*'AM —2I, = M *AM — aM 'I,M = M~ Y(A — zI,)M .

Nach Satz erhalten wir, dass det(B—xz1,) = det(A—x1,), und die Behauptung
folgt. [

Definition 6.1.4

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € Endg (V).

Das charakteristische Polynom von F| bezeichnet mit Pp(z) € K[z], ist das charak-
teristische Polynom der Matrix A = A, (F), wobei v eine beliebige Basis von V'
ist.

Noch einmal, nach Lemma ist dieses Polynom unabhéngig von der Basis v.
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Bemerkung 6.1.4
Das charakteristische Polynom Pp(z) ist ein Polynom n-ten Grades. Der Koeffizient
von x™ ist (—1)" (Ubung).

Die folgende wichtige Behauptung wird in der Vorlesung Algebra bewiesen:

Satz 6.1.6

Ein Polynom P(z) € K|x] n-ten Grades hat hichstens n verschiedene Nullstellen
x1,...,xp €K, d. h. es gibt hochstens n verschiedene Skalare v; € K, 1 =1,..., k <
n, sodass P(z;) = 0.

Mit obigem Satz konnen wir folgendes Korollar beweisen:

Korollar 6.1.7

FEs sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V). Dann ist A € K ein
Figenwert von F genau dann, wenn X eine Nullstelle von Pg(x) ist. Insbesondere
besitzt F' hochstens n verschiedene Figenwerte.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine Folgerung der Proposition (und der
aquivalenten Bemerkung [6.1.3)) und der Definition von Pr(z). Die zweite eine Fol-
gerung des Satzes|[6.1.6 O

Dieses Korollar gibt uns eine Methode, um die Eigenwerte von F' € Endg (V)
zu finden: wir miissen die Nullstellen von Pg(z) berechnen.

Bemerkung 6.1.5

Gegeben ein Korper K, dann kann ein Polynom P(x) € K[z] keine Nullstellen
besitzen. Zum Beispiel, sei K = R und P(r) = 2? + 1. Dann besitzt P keine
reellen Nullstellen. Aber, falls K = C, besagt der Fundamentalsatz der Algebra,
dass jedes nicht konstante Polynom P(x) € C[z] mindestens eine Nullstelle besitzt.
Zum Beispiel, hat das Polynom P(x), betrachtet als Polynom in C[z], die Nullstellen
+i.

Beispiel 6.1.3

1. Das charakteristische Polynom der Einheitsmatrix [,, ist gegeben durch
P (x)=(1—x)".
Also ist 1 € K der einzige Eigenwert der Matrix I,, (wie wir schon wissen!).

2. Das charakteristische Polynom der Nullmatrix O € M, (K) ist gegeben durch

Also ist 0 € K der einzige Eigenwert der Matrix O (wie wir schon wissen!!).
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3. Das charakteristische Polynom der Matrix

()

ist gegeben durch P4(z) = 22+ 1. Dieses Polynom besitzt keine Nullstelle falls
K = R. Also hat die Matrix A keine Eigenwerte (und keine Eigenvektoren),
wenn betrachtet als reelle Matrix. Falls K = C dann hat A Eigenwerte =i.

Vorlesung 26 - 02.02.2017

4. Wir erinnern uns daran, dass eine obere Dreiecksmatriv A™ = (a;;) € M, (K)
die Gleichungen a;; = 0 fiir alle ¢ > j erfiillt, also ist AT der Gestalt

aix G2 a13 ... Qip

0 99 Q23 ... QA9p

AT = 0 0 az3 ... as,
0 0 0 ... apm

und alle Eintrage von A" unterhalb der Hauptdiagonale sind Null. In Auf-
gabe 4.7 haben Sie bewiesen, dass det(A™) = ajjag - - - any,. Da x1, eine obere
Dreiecksmatrix ist, und da die Differenz zwischen zwei oberen Dreiecksma-
trizen noch eine obere Dreiecksmatrix ist, erhalten wir, dass A™ — zI,, eine
obere Dreiecksmatrix ist und

Py+(z) = (a1 — x)(age — ) -+ (app, — ) .

Es sei A~ = (a;;) € M, (K) eine untere Dreiecksmatriz, also a;; = 0 fiir alle
i < j,und A~ ist der Gestalt
ai 0 0 0
a21 29 0 Ce 0
A- = | a3 azp as 0
Ap1 QAp2 Ap3 ... Gpp

Dann erhalten wir, dass
Py (z) = (a11 — x)(aze — ) -+ - (@pn — 1) .

(Warum?) Wir konnen schlieBen, dass die Eigenwerte einer oberen oder un-
teren Dreiecksmatrix genau die Eintrage der Hauptdiagonale a1, ass, . .., apnp
sind.
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Die folgende Proposition ist eine Folgerung von (6.1.1)):

Proposition 6.1.8
FEs sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V'). Dann ist F' diago-
nalisierbar genau dann, wenn V' eine Basis {vy,...,v,} besitzt, sodass F(v;) = \v;.

Folgender Satz ist sehr wichtig, und gibt uns eine Methode um zu verstehen,
wann F' € Endg(V), oder wann A € M,,(K), diagonalisierbar ist.

Satz 6.1.9
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V'). FEs sei o(F) =
{A,.. ., \e} das Spektrum von F. Dann gilt die folgende Ungleichung:

dimg(Vy, (F)) + - - - + dimg (V3 (F)) < n, (6.1.5)
und die Gleichung gilt genau dann, wenn F diagonalisierbar ist.

Gegeben A € o(F'), dann heifit die Dimension d(\) von V) (F') die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts .

Beweis. Es sei d(i) := d();) die Dimension von V), (F') und {v;1, . .., viq)} eine Basis
von V), (F), fiir alle ¢ = 1,..., k. Nach Satz [3.2.7, um (6.1.5)) zu beweisen, geniigt
es zu zeigen, dass die Vektoren

Vily - - - JUld(1)7U217 s 7U2d(2)7 ceey ULy - - JUkId(k') (616>

linear unabhéangig sind. Es sei
Q11011+ - F Q1) V1d(1) T Q2121+ -+ Qog(2)V24(2) + T Qg1 VR Qd (k) Uka(k) = 0
(6.1.7)

eine Null-lineare Kombination, wobei «;; € K fiir alle 4, 7. Wir definieren v; als
QUi + - 4 Qg viaey € Vi, (F), fiir alle 7 = 1,..., k. Wir kénnen (6.1.7) als

v+t +u=0 (6.1.8)
schreiben. Wir bemerken, dass v; = 0 genau dann, wenn a;; = ... = a4 = 0,
fir alle ¢ = 1,...,k. Also, um zu beweisen, dass die Vektoren in lin-
ear unabhéingig sind, geniigt es zu beweisen, dass v1 = v, = ... = v, = 0.
Falls die Vektoren wvq,...,v; nicht alle Null waren, dann nach hétte die
Menge {vy,va, ..., v} \ {0} mindestens zwei Elemente. Nennen wir diese Elemente
Uhyy ..., 0p, fur ein | < k. In diesem Fall, nach wiirden wir erhalten, dass
Up, + -+ vp, = 0. Also wéren vy, ..., vy, linear abhingig. Aber liegen die vy, in

verschiedenen Eigenrdumen, und nach Proposition [6.1.2]ist dies ein Widerspruch.
Um die letzte Behauptung zu beweisen, bemerken wir, dass falls d(1) + - - - +
d(k) = n, sind die Vektoren in eine Basis v von V, und Ay(F) ist eine
Diagonalmatrix. Also ist F' diagonalisierbar. Umgekehrt, falls F' diagonalisierbar
ist, dann kann man beweisen, dass die Gleichung d(1) + --- + d(k) = n gelten
muss. 0
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Als Folgerung haben wir:

Korollar 6.1.10
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V). Falls F n ver-
schiedene Eigenwerte besitzt, dann ist F' diagonalisierbar.

Beweis. Weil dimg (V) (F)) > 1 fiir alle A € o(F), wenn |o(F')| = n erhalten wir

Xeo(F)

Nach (6.1.5)) haben wir, dass die Gleichung gelten muss, und Satz impliziert,
dass F' diagonalisierbar ist. O]

Fragen und Vertiefungen 6.1.1
Korollar [6.1.10| sagt uns, dass falls |o(F')| = n, dann ist F' diagonalisierbar. Kénnen
wir sagen, dass falls F' diagonalisierbar ist, dann |o(F)| = n?

Beispiel 6.1.4
In Beispiel [6.1.3] 4. haben wir schon bemerkt, dass das charakteristische Polynom
einer oberen Dreiecksmatrix A™ das Polynom P+ (z) = (a1;—2)(ax—2) - -+ (ap,—x)
ist. Also sind die Eigenwerte von A™ genau a1, ..., an,. Nach Korollar folgt
es, dass falls a;; # a;; fir alle ¢ # j, dann ist AT diagonalisierbar.

Falls a; = aj; fir i # j, dann kann A" nicht diagonalisierbar sein. Zum
Beispiel, es sei

0 = *
s 00 --- =« |
00 --- 0

wobei nicht alle * Null sind. Dann ist A" nicht diagonalisierbar. In der Tat, weil
a; = 0 fur alle 4, ist der einzige Eigenwert gleich Null. Falls A" diagonalisierbar
ware, dann wére sie dhnlich zu der Nullmatrix O. Aber, falls B ~ O, dann ist
B =0, weil B=M"'OM = O fiir alle M € GL,(K)! Weil AT # O, erhalten wir

einen Widerspruch.

Eine Methode um die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenraume zu finden

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € Endg (V). Wir méchten
die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume von F finden. Esseiv = {vy,...,v,}
eine Basis von V.

1. Dann sind die Eigenwerte von F' genau die Eigenwerte von A, (F) =: A, also,
die Nullstellen von P4(z).
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2. Die Eigenvektoren von F' sind per definitionem die Vektoren v # 0, sodass
F(v) = M. Falls (zy,...,2,) die Koordinaten von v beztglich der Basis v
sind, dann fiir jeden Eigenwert A, ist die Gleichung F'(v) = Av dquivalent zu

T 1 1 0
Al + [=X] - — (A-X)|  |[=]: (6.1.9)

Tn T Tn 0

(Sehen Sie Proposition [5.2.1]) Also kénnen wir schlieflen, dass die Koordinaten
(beziiglich der Basis v) der Eigenvektoren zum Eigenwert A genau die Losun-
gen des homogenen linearen Gleichungssystems ((6.1.9)) sind.

3. Wir bemerken, dass nicht nur die triviale Losung besitzt! In der
Tat, sagt der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli, dass oo T (A=An)_
Losungen besitzt. Weil A — A1, nicht invertierbar ist (det(A—AI,) = Pa(A\) =
0), dann ist r(A — A\I,) < n.

Es sei Yp(A) die Menge der Losungen des Systems . Wir haben schon
bemerkt, dass dim(Xq(A)) = n —1r(A — Al,) (Sehen Sie Vorlesung 23). Aufer-
dem, konnen wir ¥o(A) mit V\(F') identifizieren durch ¥y > (z1,...,2,) —
v + -+ - 4+ zv, € VA(F), und dann

d(N) = dimg (Vi (F)) = dimg(Xg(N)) =n —r(A — A1L,). (6.1.10)
Fir jedes A € o(F) finden wir eine Basis {va1,..., v} des Eigenraums
VA(F).
4. Falls

Y AN = Y (n-r(A-AL) =n

A€o (F) A€o (F)
impliziert Satz [6.1.9, dass F' diagonalisierbar ist und die Basis v/, sodass die
Matrix Ay (F') diagonal ist, ist gegeben durch

U {U/\b e >UAd()\)}-

A€o (F)

(Sehen Sie den Beweis des Satzes [6.1.9])

Vorlesung 27 - 06.02.2017
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Ubung. Es sei A € M3(R) die Matrix

10
A=| -3 3
3 2

N OO

Finden Sie das charakteristische Polynom P4 (x), die Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenraume von A. Ist A diagonalisierbar?

Bemerkung 6.1.6
Spezielle Eigenwerte

e (A=0) Gegeben eine Matrix A € M,(K), falls 0 € o(A), dann sind die
Eigenvektoren x € K" (wir betrachten x als Spaltenvektor) zum Eigenwert
A = 0 genau die Vektoren im Kern von A, also die Vektoren die

Ax =0 (6.1.11)

erfiillen.
Weil 0 # x € V;(A), dann hat das System nicht nur die triviale Losung.

Ubung Beweisen Sie, dass A € M,(K) invertierbar ist genau dann, wenn

0¢o(A).

e (A =1) Gegeben eine nicht-leere Menge X und eine Abbildung f: X — X,
ein Fizpunkt von f ist ein € X, sodass f(z) = x.

Falls X ein Vektorraum V ist, und f = F' ein Endomorphismus von V', dann
ist v € V ein Fixpunkt von F' genau dann, wenn F'(v) = v oder, dquivalent
gesagt, wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Wir bemerken, dass
falls der Korper K unendlich viele Elemente besitzt, und falls 1 € o(F'), dann
besitzt die Menge der Fixpunkte unendlich viele Elemente.

Beispiel 6.1.5

Achsenspiegelungen in R? Es sei [ eine Ursprungsgerade, d.h. eine Gerade, die
durch den Ursprung 0 € R? verlauft. Es sei S: R? — R? die Achsenspiegelung durch
[. Diese Abbildung ist linear. Dann sind die Fixpunkte von S genau die Vektoren in
| (wir identifizieren die Punkte in [ mit den Vektoren in R? von 0 nach einem Punkt
in [). Also ist A = 1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum gegeben durch [. Es sei I
die Ursprungsgerade, die senkrecht auf [ ist. Dann S(v) = —v fir alle v € I'. Also
ist A = —1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum !'. Weil dimg (/) = dimg(!’) = 1,
dann ist S diagonalisierbar.
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