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Vorlesung 1 - 20.10.2016

1.1 Organisation
Vorlesung: Montag - Donnerstag 8-9:30 Uhr, im Hörsaal B (Hörsaalgebäude)

Informationen und Hausarbeiten:
www.mi.uni-koeln.de/~sabatini → Lehre → Lineare Algebra.

Sprechstunde während der Vorlesungszeit: montags 16 - 17.00 Uhr im Büro 0.08
des Mathematisches Institut (Weyertal 86-90).

Zuständiger Assistent: Dr. Thomas Rot (thomas.rot@uni-koeln.de).
Sprechstunde: Di 16-17.30 Uhr.

Literaturliste:
G. Fischer, Lineare Algebra
K. Jänich, Lineare Algebra
S. Waldmann, Lineare Algebra I

Notation: Im Folgenden benutzten wir die folgenden Mengen:

N = {1, 2, 3, 4, . . .}: die Menge der natürlichen Zahlen (positive ganze Zahlen);
N0 = {0, 1, 2, 3, 4, . . .}: die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen;
Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}: die Menge der genzen Zahlen;
Q: die Menge der rationalen Zahlen (oder Bruchzahlen);
R: die Menge der reellen Zahlen, die in Analysis I definiert werden.

www.mi.uni-koeln.de/~sabatini
mailto:thomas.rot@uni-koeln.de
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1.2 Lineare Gleichungssysteme
Wir beginnen unsere Vorlesung mit Gleichungssystemen, nämlich Systeme von

Gleichungen für mehrere Unbekannte. Diese bezeichnet man z.B. mit x1, x2, · · ·xn
oder x, y, z (wenn n ≤ 3).

Beispiel 1.2.1
Wir betrachten das Gleichungssystem−x2 + y = 0

−2x+ y = −1

Wir sollten eine Lösung dieses Gleichungssystems finden, nämlich alle Paare reeller
Zahlen (x, y), sodass beide Gleichungen oben erfüllt sind.
Um das System zu lösen, könnten wir die Methode der Substitution benutzen. Wir
erklären diese Methode im obigen Beispiel. Von der zweiten Gleichung erhalten wir
y = −1 + 2x. Also sollte das y in der ersten Gleichung gleich −1 + 2x sein, und wir
erhalten −x2 + (−1 + 2x) = 0, oder äquivalent gesagt, −(x − 1)2 = 0. Deshalb ist
x = 1 und y = 1, und die Lösung ist (x, y) = (1, 1). In der Tat, für (x, y) = (1, 1)
sind die obigen Gleichungen Identitäten:−12 + 1 = 0

−2 ∗ 1 + 1 = −1

Im Allgemeinen können wir uns die folgenden Fragen stellen:
Gegeben sei ein Gleichungssystem:

1) Hat es Lösungen?

2) Wenn Ja, hat es mehrere Lösungen?

3) Können wir alle Lösungen beschreiben?

Gleichungssysteme können im Allgemeinen sehr schwer oder unmöglich zu
lösen sein! Aber wir können die obigen Fragen für Lineare Gleichungssysteme beant-
worten.

Definition 1.2.1 • Ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und m
Gleichungen ist ein Gleichungssystem der folgenden Gestalt:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.2.1)
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wobei aij und bi sind bekannte reelle Zahlen (aij, bi ∈ R) für alle 1 ≤ i ≤ m,
und 1 ≤ j ≤ n, und x1, . . . , xn die n Unbekannte.

• Eine Lösung dieses Systems ist ein geordnetes n-tupel (x1, . . . , xn) von reellen
Zahlen, das alle m Gleichungen erfüllt.

• Ein lineares Gleichungssystem heißt homogen, wenn bi = 0 für alle 1 ≤ i ≤ m:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

(1.2.2)

Bemerkung 1.2.1 • Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat immer die
sogenannte “triviale Lösung”

x1 = x2 = x3 = . . . = xn = 0.

Ist das lineare Gleichungssystem homogen, dann ist ( =⇒ )
x1 = x2 = x3 = . . . = xn = 0 eine Lösung.

• Umgekehrt, wenn x1 = x2 = x3 = . . . = xn = 0 eine Lösung von einem
linearen Gleichungssystem ist, dann ( =⇒ ) ist das System homogen.
Wir können schließen, dass

Ein lineares Gleichungssystem ist homogen ⇐⇒ x1 = x2 = x3 = . . . = xn = 0 ist
eine Lösung.

Ein lineares Gleichungssystem (nicht zwingend homogen) kann: 1) keine Lö-
sung, 2) genau eine Lösung, 3) unendlich viele Lösungen haben. Wir betrachten die
folgenden Beispiele:

Beispiel 1.2.2 1) Das System x+ 2y = 1
x+ 2y = 0

hat keine Lösung (es gibt kein Paar (x, y), sodass die beiden Gleichungen erfüllt
sind).

2) Das System x+ 2y = 1
x− 2y = 0

hat genau eine Lösung, nämlich (x, y) = (1/2, 1/4) (Methode der Substitu-
tion).
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3) Das System x+ 2y = 1
2x+ 4y = 2

hat unendlich viele Lösungen. In der Tat ist jedes Paar, (x, y), das die erste
Gleichung erfüllt, eine Lösung der zweiten Gleichung. Also können wir die
zweite Gleichung auslassen und lösen nur die Gleichung x + 2y = 1. Wir
schreiben dies als x = 1 − 2y und betrachten y als Parameter t ∈ R, also
x = 1− 2t. Es sollte jetzt klar sein, dass wir unendlich viele Lösungen haben,
nämlich alle Paare (1− 2t, t) für t ∈ R.

1.3 Der Gauß-Jordan-Algorithmus
Wenn wir wenige Gleichungen und Unbekannte haben, ist die Methode der

Substitution effizient, um die Lösungen zu finden. Aber im Allgemeinen können wir
diese Methode nicht benutzen und brauchen eine Vereinfachung des Systems. Zuerst
sollten wir lineare Gleichungssysteme einführen, für die es einfacher ist, eine Lösung
zu finden (Zeilenstufenform). Dann betrachten wir einen Algorithmus, der uns sagt,
dass jedes lineare Gleichungssystem entweder keine Lösung hat oder "äquivalent" zu
einem System in Zeilenstufenform ist.

1.3.1 Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform
Definition 1.3.1
Ein lineares Gleichungssystem hat Zeilenstufenform, wenn es folgender Gestalt ist:

a11x1+a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

ammxm + · · ·+ amnxn = bm

(1.3.1)

wobei aii 6= 0 für alle i = 1, . . . ,m.

Insbesondere ist m ≤ n. Wir analysieren die zwei Fälle: m = n und m < n.

(A) Nehmen wir an, dass m = n. Dann ist das System folgender Gestalt:

a11x1+a12x2 + · · · +a1mxm =b1

a22x2 + · · · +a2mxm =b2
...

+ammxm =bm

(1.3.2)
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Nach Voraussetzung ist amm 6= 0. Dann gibt die letzte Gleichung in (1.3.2)
xm = bm

amm
. In der vorletzten Zeile sind die einzigen Unbekannten xm−1 und xm.

Deswegen können wir den gefundenen Wert für xm substituieren, und den Wert für
xm−1 finden. In der drittletzten Zeile haben wir nur die Unbekannten xm−2, xm−1
und xm. Dann können wir die gefundenen Werte für xm−1 und xm substituieren
und den Wert für xm−2 finden. Man kann dieses Verfahren iterieren und findet eine
Lösung des Systems (1.3.2).

Bemerkung 1.3.1
Wir sollten bemerken, dass in diesem Fall (nämlich für lineare Gleichungssysteme in
Zeilenstufenform mit m Unbekannten und m Gleichungen) das System eine Lösung
hat und diese Lösung eindeutig ist.

Beispiel 1.3.1
(A) Lösen wir das folgende System:

2x − 3y + z = 5
2y − 5z = 4

3z = 2

Aus der letzten Zeile erhalten wir z = 2
3 ; substituieren wir diesen Wert für z in

der zweiten Zeile, also 2y − 52
3 = 4 dann erhalten wir y = 11

3 . Wir ersetzen die
gefundenen Werte für y und z in der ersten Zeile und finden x = 23

3 . Also ist die
Lösung des Systems gleich (23

3 ,
11
3 ,

2
3).

(B) Es sei m < n. Dann können wir (1.3.1) schreiben als

a11x1+a12x2 + · · · +a1mxm =b1 −(a1m+1xm+1 + · · ·+ a1nxn)
a22x2 + · · · +a2mxm =b2 −(a2m+1xm+1 + · · ·+ a2nxn)

...
+ammxm =bm −(amm+1xm+1 + · · ·+ amnxn)

(1.3.3)

Gegeben seien beliebige reelle Werte tm+1, . . . , tn für die Unbekannten xm+1, . . . , xn
Wir erhalten das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mitm Unbekannten
x1, . . . , xm und m Gleichungen:

a11x1+a12x2 + · · · +a1mxm =b1 −(a1m+1tm+1 + · · ·+ a1ntn)
a22x2 + · · · +a2mxm =b2 −(a2m+1tm+1 + · · ·+ a2ntn)

...
+ammxm =bm −(amm+1tm+1 + · · ·+ amntn)

(1.3.4)

Dann kann man das Verfahren in (A) benutzen, um eine Lösung des Systems
(1.3.4) zu finden. Wir bemerken, dass in diesem Fall die Werte für x1, . . . , xm von
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tm+1, . . . , tn abhängen. Genauer gesagt ist xm = bm − (amm+1tm+1 + · · ·+ amntn)
amm

usw. die Lösung für (1.3.3) der Gestalt

(P1(tm+1, . . . , tn), P2(tm+1, . . . , tn), . . . , Pm(tm+1, . . . , tn), tm+1, . . . , tn) (1.3.5)

wobei P1, . . . , Pm ersten Grades Polynome in tm+1, . . . , tn sind. Weil die Werte der
Parameter tm+1, . . . , tn beliebig sind, das System (1.3.3) unendlich viele Lösungen
hat, (1.3.5) die man erhält, wenn man die n-m Parameter tm+1, . . . , tn ∈ R variiert,
sagen wir, dass (1.3.3) ∞n−m Lösungen hat.

Beispiel 1.3.2
(B) Lösen wir das folgende System (mit m = 2 Gleichungen und n = 3 Unbekan-
nten) {

2x − 3y + z = 5
2y − 5z = 4 (1.3.6)

Wir können z als einen Parameter t ∈ R betrachten, und lösen{
2x − 3y = 5 − t

2y = 4 + 5t (1.3.7)

Für jedes feste t, hat das System (1.3.7) zwei Gleichungen und zwei Unbekannte (x
und y). Aus der letzten Zeile erhalten wir y = 2 + 5

2t, und mit der Hilfe der ersten
Zeile haben wir x = 22+13t

4 . Also ist die Menge aller ∞1 Lösungen des Systems
(1.3.6) gegeben durch {(22 + 13t

4 , 2 + 5
2t, t

)
, t ∈ R

}
(1.3.8)

Fragen und Vertiefungen 1.3.1
In der Mathematik ist es immer “gefährlich” eine Auswahl zu treffen, das heißt:
wenn wir eine Auswahl getroffen haben, sollten wir immer nachprüfen, dass das,
was wir gefunden oder bewiesen haben, unabhängig von unserer Auswahl ist!

In Beispiel 1.3.2 haben wir gesagt: "Wir können z als einen Parameter t ∈ R
betrachten", aber das ist eine Auswahl! Ist die Menge aller Lösungen von (1.3.6)
unabhängig von dieser Wahl? Wir hätten y als einen Parameter s ∈ R wählen
können und lösen {

2x + z = 5 + 3s
− 5z = 4 − 2s (1.3.9)

Sie können nachprüfen, dass die Menge der Lösungen des Systems (1.3.9) gegeben
ist durch {(13s+ 29

10 , s,
2s− 4

5

)
, s ∈ R

}
. (1.3.10)

Sind die zwei Mengen (1.3.8) und (1.3.10) diesselben?
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Vorlesung 2 - 24.10.2016

1.3.2 Beschreibung des Gauß-Jordan-Algorithmus
Wie wir schon gesagt haben, wenn ein lineares Gleichungssystem Lösungen hat,

erlaubt uns der Gauß-Jordan-Algorithmus, ein lineares Gleichungssystem mit einem
neuen “äquivalenten” linearen Gleichungssystem in Zeilenstufenform zu wechseln.
Zuerst, was ist ein äquivalentes lineares Gleichungssystem?

Definition 1.3.2
Zwei lineare Gleichungssysteme heißen äquivalent, wenn wir die beiden Systeme mit
folgenden Operationen ineinander überführen können:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen;

(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor der ungleich Null ist;

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen.

Wir bezeichnen diese Operationen mit folgender Notation:

(1) Vertauschung von i-Zeile Zi und j-Zeile Zj: Zi ↔ Zj;

(2) Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor λ 6= 0: λZ

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Zi+λZj, mit i 6= j und
λ ∈ R.

Bemerkung 1.3.2
Es gibt eine vierte “triviale” Operation: Wenn eine Zeile des Systems der Gestalt ist
0 = 0 (nämlich gibt es i ∈ {1, . . . ,m} sodass aij = 0 für alle j, und bi = 0), können
wir diese Zeile löschen.

Bemerken Sie, dass wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = bi hat, mit
bi 6= 0, ist die Menge der Lösungen leer.

Wir sollten etwas sehr wichtiges bemerken: die drei Operationen oben sind
umkehrbar ! Als Folgerung haben wir die folgende:

Proposition 1.3.1
Äquivalente lineare Gleichungssysteme haben dieselbe Menge der Lösungen.
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Beweis: Es seien Σ1 und Σ2 die Mengen der Lösungen von zwei äquivalenten linearen
Gleichungssystemen. Wir müssen beweisen, dass Σ1 = Σ2, oder äquivalent gesagt,
dass Σ1 ⊆ Σ2 und Σ2 ⊆ Σ1.

(1): Es sollte klar sein, dass die Menge der Lösungen eines linearen Gleichungs-
systems unabhängig von der Ordnung der Zeilen ist.

(2): Es sei Σ1 die Menge der Lösungen des Systems

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
...

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.3.11)

und Σ2 die Menge der Lösungen des Systems

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
...

λ(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn) = λbi
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.3.12)

wobei λ ∈ R \ {0}. Es sei (y1, . . . , yn) ∈ Σ1, also aj1y1 + aj2y2 + · · · + ajnyn = bj
für alle j = 1, . . . ,m. Insbesondere ist ai1y1 + ai2y2 + · · · + ainyn = bi und daher
λ(ai1y1 +ai2y2 + · · ·+ainyn) = λbi. Wir erhalten Σ1 ⊆ Σ2. Bis jetzt haben wir nicht
benutzt, dass λ 6= 0. Aber, um zu beweisen, dass Σ2 ⊆ Σ1, muss λ 6= 0 sein! (*) In
der Tat, wenn λ 6= 0 ist, können wir die i-Zeile durch λ dividieren (Operation (2) ist
umkehrbar), und erhalten (1.3.11) zurück. Deshalb können wir dasselbe Verfahren
wie oben benutzen um zu beweisen, dass Σ2 ⊆ Σ1.

(3): Es sei (1.3.11) das System mit der Menge der Lösungen gegeben durch Σ1.
Jetzt nehmen wir ein neues System (1.3.11)’, wobei die Zeilen Z1, . . . , Zi−1, Zi+1, . . . , Zm
dieselben des Systems (1.3.11) sind, und die neue i-Zeile Z ′i gegeben ist durch
Zi + λZj, d.h.

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn + λ(aj1x1 + aj2x2 + · · · ajnxn) = bi + λbj,

für einen j 6= i (**). Es sei Σ2 seine Menge der Lösungen. Wenn (y1 . . . , yn) ∈
Σ1, dann ist ah1y1 + ah2y2 + · · · + ahnyn = bh für alle h = 1, . . . ,m, insbesondere
ai1y1 +ai2y2 + · · ·+ainyn = bi und aj1y1 +aj2y2 + · · ·+ajnyn = bj. Deshalb erhalten
wir, dass ai1y1 + ai2y2 + · · · + ainyn + λ(aj1y1 + aj2y2 + · · · ajnyn) = bi + λbj ist,
und Σ1 ⊆ Σ2. Um zu beweisen, dass Σ2 ⊆ Σ1, benutzen wir die Tatsache, dass die
Operation (3) umkehrbar ist. In der Tat, ist Z ′i − λZj genau Zi. Mit demselben
Verfahren wie oben können wir beweisen, dass Σ2 ⊆ Σ1, also Σ1 = Σ2.
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Fragen und Vertiefungen 1.3.2

(a) Im Teil (2) dieses Beweises haben wir gesagt, dass Σ1 ⊆ Σ2, unabhängig von
λ 6= 0 oder λ = 0. Aber, um zu beweisen dass Σ1 = Σ2, brauchen wir im
Allgemeinen, dass λ 6= 0 (*). Warum?
(a1) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11) und (1.3.12) mit λ = 0, sodass

Σ1 ( Σ2.
(a2) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11) und (1.3.12) mit λ = 0, sodass

Σ1 = Σ2.
Die Beispiele in (a1) und (a2) zeigen uns, dass wenn λ = 0 ist, wir nicht sagen
können, ob Σ1 = Σ2 ist oder nicht. Wir wissen nur, dass Σ1 ⊆ Σ2.

(3a) Im Teil (3) dieses Beweises haben wir angenommen, dass j 6= i (**). Warum?
Es sei j = i im System (1.3.11)’ und Σ2 seine Menge der Lösungen.
Finden Sie die Werte von λ, sodass Σ1 = Σ2.

Es sei (1.2.1) ein lineares Gleichungssystem. Der Gauß-Jordan-Algorithmus
hat verschiedene Stufen:

1. Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = bi hat, können wir entweder
die Zeile löschen oder das System hat keine Lösung (Bemerkung 1.3.2). Also
können wir annehmen, dass es ein i und j gibt, sodass aij 6= 0. Wenn j > 1
können wir die Unbekannten xj und x1 wechseln und annehmen dass ai1 6= 0
ist.

2. Mit Hilfe der Operation (1) können wir annehmen, dass a11 6= 0.

3. Wir multiplizieren die erste Zeile durch a−1
11 (Operation (2)) und erhalten ein

äquivalentes System mit a11 = 1.

4. Wir substituieren die zweite Zeile Z2 mit Z2 − a21Z1, die dritte Zeile Z3 mit
Z3 − a31Z1.... die m-Zeile Zm mit Zm − am1Z1 und erhalten ein äquivalentes
System der Gestalt:


x1 + a′12x2 + · · · + a′1nxn = b′1

a′22x2 + · · · + a′2nxn = b′2
... ...

a′m2x2 + · · · + a′mnxn = b′m

(1.3.13)

Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = 0 hat, können wir diese Zeile
löschen. Wenn wir eine Zeile der Gestalt 0 = b′i haben, mit b′i 6= 0, dann hat
das System (1.3.13), und auch das System (1.2.1) keine Lösung.
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5. Wenn m > 1, gibt es einen a′ij 6= 0, mit i > 1. Jetzt können wir die erste Zeile
so lassen und arbeiten mit den anderen Zeilen. Ähnlich wie in Stufen 1., 2.
und 3. können wir mit Hilfe der Operationen (1), (2) ein neues äquivalentes
System der folgenden Gestalt erhalten:

x1 + a′12x2 + a′13x3 + · · · + a′1nxn = b′1
x2 + a′′23x3 + · · · + a′′2nxn = b′′2

a′′33x3 + · · · + a′′3nxn = b′′3
... ...

a′′s3x3 + · · · + a′′snxn = b′′s

(1.3.14)

Noch einmal: wenn eine Zeile des Systems (1.3.14) der Gestalt 0 = b′′i ist,
dann im Fall b′′i 6= 0 das System (1.3.14) (und so (1.2.1)) keine Lösung hat,
ansonsten können wir die Zeile 0 = 0 löschen.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir entweder ein System ohne Lö-
sungen, oder ein System in Zeilenstufenform (1.3.4). Dann können wir die Methode
wie in Sektion 1.3.1 beschrieben benutzen, um die Menge aller Lösungen zu finden.
Beispiel 1.3.3
Lösen wir das System 

x1 + 2x2 + 3x3 = 1
2x1 + x2 + 4x3 = 2
3x1 − 3x2 + x3 = 1

Mit dem obigen Verfahren haben wir

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + x2 + 4x3 = 2

3x1 − 3x2 + x3 = 1

Z2→Z2−2Z1−−−−−−−→

Z3→Z3−3Z1−−−−−−−→



x1 + 2x2 + 3x3 = 1

−3x2 − 2x3 = 0

−9x2 − 8x3 = −2

Z2→− 1
3Z2−−−−−−→



x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + 2
3x3 = 0

−9x2 − 8x3 = −2 Z3→Z3+9Z2−−−−−−−→



x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + 2
3x3 = 0

−2x3 = −2 Z3→− 1
2Z3−−−−−−→

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + 2
3x3 = 0

x3 = 1
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Das obige System hat die (eindeutige) Lösung (−2
3 ,−

2
3 , 1).

Beispiel 1.3.4
Lösen wir das System 

x3 + 2x4 = 3
2x1 + 4x2 − 2x3 = 4
2x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 7

(1.3.15)

Mit dem obigen Verfahren haben wir

x3 + 2x4 = 3

2x1 + 4x2 − 2x3 = 4

2x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 7

Z1↔Z2−−−−→



2x1 + 4x2 − 2x3 = 4

x3 + 2x4 = 3

2x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 7
Z2↔Z3−−−−→

−→



2x1 + 4x2 − 2x3 = 4

2x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 7

x3 + 2x4 = 3

Z1→ 1
2Z1−−−−−→



x1 + 2x2 − x3 = 2

2x1 + 4x2 − x3 + 2x4 = 7

x3 + 2x4 = 3

Z2→Z2−2Z1−−−−−−−→

−→



x1 + 2x2 − x3 = 2

x3 + 2x4 = 3

x3 + 2x4 = 3

x2↔x3−−−−→



x1 − x3 + 2x2 = 2

x3 + 2x4 = 3

x3 + 2x4 = 3
Z3→Z3−Z2−−−−−−→

−→



x1 − x3 + 2x2 = 2

x3 + 2x4 = 3

0 = 0

−→


x1 − x3 + 2x2 = 2

x3 + 2x4 = 3

Das obige System ist in Zeilenstufenform und hat 4 Unbekannte und 2 Gleichungen.
Mithilfe der in Sektion 1.3.1 (B) beschriebenen Methode, können wir x2 und x4 als
Parameter t und s nehmen und das folgende System mit 2 Unbekannten (x1 und
x3) und zwei Gleichungen lösen:{

x1 − x3 = 2 − 2t
x3 = 3 − 2s (1.3.16)

Sie können nachprüfen, dass die Menge der Lösungen des Systems (1.3.16), und auch
des Systems (1.3.15), gegeben ist durch

{(5− 2t− 2s, t, 3− 2s, s) | t, s ∈ R}.

Also hat das System ∞2-Lösungen.
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Beispiel 1.3.5
Es sei das folgende Gleichungssystem gegeben:

x1 + x2 = 1
x1 + 2x2 + 2x3 = 4

x2 + 2x3 = 4

Dann haben wir

x1 + x2 = 1
x1 + 2x2 + 2x3 = 4

x2 + 2x3 = 4

Z2→Z2−Z1−−−−−−→

x1 + x2 = 1

x2 + 2x3 = 3
x2 + 2x3 = 4 Z3→Z3−Z2−−−−−−→

x1 + x2 = 1
x2 + 2x3 = 3

0 = 1
Wegen der letzten Zeile hat das System keine Lösung.

Vorlesung 3 - 27.10.2016

Wir schließen dieses Kapitel mit folgender:

Proposition 1.3.2
Es sei 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1.3.17)

ein lineares Gleichungssystem. Nehmen wir an, dass die Menge Σ seiner Lösungen
nicht leer ist, d.h. es gibt y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, sodass die Gleichungen in (1.3.17)
Identitäten sind.

Es sei 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

(1.3.18)

das dazugehörige homogene lineare Gleichungssystem mit Menge der Lösungen gegeben
durch Σ0.
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Dann ist die Menge Σ der Lösungen des Systems (1.3.17) gegeben durch

y + Σ0 := {(y1, . . . , yn) + (x0
1, . . . , x

0
n) | (x0

1, . . . , x
0
n) ∈ Σ0}.

Beweis. Wir sollen beweisen, dass Σ ⊆ y + Σ0 und y + Σ0 ⊆ Σ.
• Es sei y′ = (y′1, . . . , y′n) ∈ Σ eine beliebige Lösung des Systems (1.3.17), d.h.

y′ ∈ Σ. Dann haben wir, dass ∑n
j=1 aijy

′
j = bi für alle i = 1, . . . , n. Weil y ∈ Σ, ganz

analog haben wir ∑n
j=1 aijyj = bi für alle i = 1, . . . , n. Also

n∑
j=1

aij(y′j − yj) =
n∑
j=1

aijy
′
j −

n∑
j=1

aijyj = 0 für alle i = 1, . . . , n,

und y′−y = (y′1−y1, . . . , y
′
n−yn) ist eine Lösung des Systems (1.3.18), d.h. y′−y ∈ Σ0.

Wir schließen, dass y′ = y + (y′ − y) ∈ y + Σ0, also Σ ⊆ y + Σ0.
• Es sei (y1, . . . , yn) + (x0

1, . . . , x
0
n) = (y1 + x0

1, . . . , yn + x0
n) ∈ y + Σ0. Dann

haben wir
n∑
j=1

aij(yj + x0
j) =

n∑
j=1

aijyj +
n∑
j=1

aijx
0
j = bi + 0 für alle i = 1, . . . , n.

Also, (y1, . . . , yn) + (x0
1, . . . , x

0
n) ∈ Σ und y + Σ0 ⊆ Σ.



KAPITEL 2
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2.1 Matrizen: Definitionen und Operationen
Definition 2.1.1

• Es seien m,n ∈ N natürliche Zahlen. Dann heißt das “rechteckige Schema”

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn

 (2.1.1)

eine m× n-Matrix. Hier ist aij ∈ R für alle i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n (d.h. dass
A eine Matrix mit reellen Koeffizienten ist). Diese m×n Zahlen heißen die Einträge
der Matrix. Bezeichnet aij das Element in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.

• Die Menge aller m× n-Matrizen wird durch Mm,n(R) bezeichnet sein. Man
schreibt dafür

A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

,

oder kurz
A = (aij),

wenn die Laufbereiche der Indizes klar sind. Das Paar (m,n) wird der Typ der
Matrix genannt.

• Die Indizes i und j geben die i-te Zeile und j-te Spalte an. Genauer
gesagt, ist die erste Zeile von A gegeben durch (a11, a12, . . . , a1n), die zweite durch
(a21, a22, . . . , a2n), . . ., die m-te durch (am1, a12, . . . , amn). Ganz analog ist die j-te
Spalte von A gegeben durch 

a1j
a2j
...
amj


für alle j = 1, . . . , n.

• Eine 1× n-Matrix
(a1, a2, . . . , an)

wird n-dimensionaler Zeilenvektor genannt. Analog wird eine m× 1-Matrix
b1
b2
...
bm


m-dimensionaler Spaltvektor genannt.

• Eine Matrix mit n Zeilen und n Spalten wird quadratische Matrix genannt.
Oft werden wir die Menge aller n× n-Matrizen mit Mn(R) bezeichnen.
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Beispiel 2.1.1
Die Matrix

A =

 1 −2 2
3

√
3 π

2 2


ist eine 2× 3-Matrix mit reellen Einträgen, also A ∈M2,3(R).

Ihre zwei Zeilen sind gegeben durch(
1 −2 2

3

)
und

( √
3 π

2 2
)

und ihre drei Spalten durch 1
√

3

 ,
 −2

π
2

 und


2
3

2


Das Element in der 2-ten Zeile und 1-ten Spalte ist

√
3.

2.1.1 Matrizenaddition
Definition 2.1.2
Es seien A = (aij) und B = (bhk) zwei Matrizen. Dann können wir A und B
addieren, wenn sie vom selben Typ sind. Also, es sei A des Typs (m,n) und B
des Typs (p, q), dann können wir A und B addieren genau dann, wenn m = p und
n = q. In diesem Fall ist A+B gegeben durch

A+B = (aij + bij)1≤i≤m
1≤j≤n

Beispiel 2.1.2
Es seien

A =
(

2 4
1
3 −1

)
und B =

(
2 4 0
1
3 −1 0

)
Dann können wir A und B nicht addieren, weil A des Typs (2, 2) ist (also A ∈
M2(R)) und B des Typs (2, 3).

Die Matrizen

C =
(

2 π −2
1
5 0

√
2

)
und B =

(
2 4 0
1
3 −1 0

)

können addiert werden (ihr Typ ist in beiden Fällen (2, 3)) und ihre Summe gegeben
durch

C +B =
(

4 4 + π −2
8
15 −1

√
2

)
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Es sei (R,+) die Menge aller reellen Zahlen mit Operation + (Addition). Also,
ist + eine Abbildung

+: R× R → R

(a, b) 7→ a+ b

mit folgenden Eigenschaften:

1. Assoziativität: Für alle a, b und c ∈ R gilt

a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

2. Kommutativität: Für alle a, b ∈ R gilt

a+ b = b+ a

3. Existenz des neutralen Elements: Das Element 0 ∈ R erfüllt

a+ 0 = 0 + a = a

für alle a ∈ R.

4. Existenz des inversen Elements : Für alle a ∈ R, gibt es ein Element b ∈ R,
sodass

a+ b = b+ a = 0.

Dieses Element ist natürlich gegeben durch −a.

Jetzt nehmen wir die Addition +, betrachtet als Operation zwischen Matrizen des-
selben Typs:

+: Mm,n(R)×Mm,n(R)→Mm,n(R)

Wir möchten dieselben Eigenschaften der Operation +: R×R→ R beweisen. Zuerst
brauchen wir zwei neue Konzepte.

Definition 2.1.3
• Für jedes Paar (m,n) heißt die Matrix O ∈ Mm,n(R), deren Einträge alle

gleich Null sind, die Nullmatrix (des Typs (m,n)).
• Für jede A = (aij) ∈ Mm,n(R) heißt die Matrix −A := (−aij) ∈ Mm,n(R)

das (additive) inverse Element.

Beispiel 2.1.3
Es sei

C =
(

2 π −2
1
5 0

√
2

)
.
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Dann
−C =

(
−2 −π 2
−1

5 0 −
√

2

)
und

C + (−C) =
(

2 π −2
1
5 0

√
2

)
+
(
−2 −π 2
−1

5 0 −
√

2

)
=
(

0 0 0
0 0 0

)
.

Von der Definition der Matrizenaddition kann man leicht die folgende Propo-
sition nachprüfen.

Proposition 2.1.1
Es sei (Mm,n(R),+) die Menge aller reellen Matrizen des Typs (m,n) mit
Matrizenaddition

+: Mm,n(R)×Mm,n(R) → Mm,n(R)

(A,B) 7→ A+B.

Dann erfüllt das Paar (Mm,n(R),+) folgenden Eigenschaften:

1. Assoziativität: Für alle A,B und C ∈Mm,n(R) gilt

A+ (B + C) = (A+B) + C.

2. Kommutativität: Für alle A,B ∈Mm,n(R) gilt

A+B = B + A

3. Existenz des neutralen Elements: Das Element O ∈Mm,n(R) erfüllt

A+O = O + A = A

für alle A ∈Mm,n(R).

4. Existenz des inversen Elements: Für alle A ∈ Mm,n(R) gibt es ein Element
B ∈Mm,n(R), sodass

A+B = B + A = O.

Dieses Element ist gegeben durch −A.

Fragen und Vertiefungen 2.1.1
Wir haben Matrizen mit reellen Koeffizienten definiert, d.h. Matrizen A = (aij)
mit a ∈ R für alle i und j. Im Prinzip kann man auch Matrizen mit anderen
Koeffizienten definieren. Zum Beispiel sei K entweder die Menge N oder N0, oder Z
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oder Q. Es seiMm,n(K) die Menge aller Matrizen mit Koeffizienten in K. Natürlich
gilt

Mm,n(N) (Mm,n(N0) (Mm,n(Z) (Mm,n(Q) (Mm,n(R).

Zum Beispiel

A =
(

1 2
3 4

)
∈M2(N), B =

(
−1 2
3 −4

)
∈M2(Z) (und /∈M2(N0))

C =


1
2 2

3 4
5

 ∈M2(Q), D =
(
π 2
3 4

)
∈M2(R) (und /∈M2(Q))

Für solche Mengen kann man die Addition + definieren.
• Für welche K erfüllt (Mn(K),+) die vier Eigenschaften in Proposition 2.1.1?

Für jede K, beschreiben Sie welche Eigenschaften von Proposition 2.1.1 erfüllt
werden und welche nicht.

2.1.2 Skalarmultiplikation
Jetzt wollen wir eine andere Operation definieren, die einen Skalar k (d.h.

k ∈ R) und eine Matrix einbezieht.

Definition 2.1.4
Die Skalarmultiplikation ist eine Operation

R×Mm,n(R) → Mm,n(R)
(k,A) 7→ kA

wobei die Matrix kA gegeben ist durch (kaij) für alle i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n.
Hier aij, für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n, bezeichnen die Koeffizienten der Matrix
A.

Beispiel 2.1.4

A =
(
−1 2 0

2
3 1 π

)
dann 3A =

(
−3 6 0
2 3 3π

)

Vorlesung 4 - 31.10.2016

Wir haben folgende

Proposition 2.1.2
Die Skalarmultiplikation erfüllt folgende Eigenschaften:
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5. (h+ k)A = hA+ kA für alle h, k ∈ R und A ∈Mm,n(R);

6. h(A+B) = hA+ hB für alle h ∈ R und A,B ∈Mm,n(R);

7. hkA = h(kA) für alle h, k ∈ R und A ∈Mm,n(R);

8. 1A = A für alle A ∈Mm,n(R).

Beweis. Übung.

2.1.3 Matrizenmultiplikation
Es sei

A =
(
a1 a2 · · · an

)
ein n-dimensionaler Zeilenvektor, und

B =


b1
b2
...
bn


ein n-dimensionaler Spaltvektor. Das Produkt dieser Matrizen ist die folgende Zahl:

A ·B =
(
a1 a2 · · · an

)
·


b1
b2
...
bn

 := a1b1 + a2b2 + · · · anbn =
n∑
j=1

ajbj .

Im Allgemeinen seien A ∈ Mm,n(R) und B ∈ Mn,p(R): also ist die Anzahl der
Spalten von A genau die Anzahl der Zeilen von B. Dann können wir wie folgt eine
neue Matrix definieren, bezeichnet mit A ·B (oder kürzer AB), die in Mm,p(R) ist.
Es seien A(i) die i-te Zeile von A, d.h. A(i) = (ai1 ai2 · · · ain), und B(k) die k-te
Spalte von B, d.h.

B(k) =


b1k
b2k
...
bnk


Wie wir oben erklärt haben, können wir A(i) mit B(k) multiplizieren und erhalten

Cik := A(i) ·B(k) = ai1b1k + ai2b2k + · · ·+ ainbnk =
n∑
j=1

aijbjk ∈ R .
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Definition 2.1.5
Es seien A ∈ Mm,n(R) und B ∈ Mn,p(R). Dann ist A · B die Matrix in Mm,p(R)
definiert als

A ·B = (Cik)1≤i≤m
1≤k≤p

Beispiel 2.1.5
Es seien

A :=
(

1 2 3
4 5 6

)
und B :=

(
1 0
4 1

)
.

Dann können wir A · B nicht definieren, weil A ∈ M2,3(R) und B ∈ M2,2(R). Aber
B · A kann definiert werden, und es ist gegeben durch

B · A =
(

1 2 3
8 13 18

)
∈M2,3(R) .

Bemerkung 2.1.1
Das obige Beispiel sagt uns, dass wenn A ·B definiert ist, kann B ·A nicht definiert
sein.

Im Allgemeinen, wenn A ∈Mm,n(R) und B ∈Mr,s(R), dann

• A ·B ist definiert (und des Typs (m, s)), genau dann wenn n = r;

• B · A ist definiert (und des Typs (r, n)), genau dann wenn s = m;

• A · B und B · A sind definiert, genau dann wenn n = r und s = m. Aber im
Allgemeinen ist

A ·B 6= B · A !

Zum Beispiel, es seien A =
(

1 0
2 3

)
und B =

(
0 1
1 0

)
. Dann sind

A ·B =
(

0 1
3 2

)
und B · A =

(
2 3
1 0

)

Definition 2.1.6 • Das Kronecker-Delta (oder Kronecker-Symbol) ist das
mathematische Zeichen definiert als

δij :=
1 falls i = j

0 falls i 6= j .

Dabei können i und j Elemente einer beliebigen Indexmenge I sein.
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• Die n× n- Einheitsmatrix In ist definiert als

In := (δij)1≤i≤n
1≤j≤n

=



1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
... . . .
...
0 0 0 · · · 1

 .

Zum Beispiel haben wir

I1 = (1), I2 =
(

1 0
0 1

)
und I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Fortan wird das Produkt A ·B mit AB bezeichnet.

Satz 2.1.3 (a) Es seien A,B ∈Mm,n(R), C,D ∈Mn,p(R) und k ∈ R. Dann gilt
1. (A+B)C = AC +BC;
2. A(C +D) = AC + AD;
3. A(kC) = k(AC) = (kA)C;
4. AIn = A, InC = C.

Eigenschaften 1. und 2. heißen Distributivgesetz.

(b) Es seien A ∈Mm,n(R), B ∈Mn,p(R) und C ∈Mp,r(R). Dann gilt

(AB)C = A(BC) . (2.1.2)

Eigenschaft (2.1.2) heißt Assoziativität des Produkts.

Beweis. (a)
Es seien A(i) = (ai1 ai2 · · · ain) (bzw. B(i) = (bi1 bi2 · · · bin)) die i-te Zeile von
A (bzw. B), wobei i = 1, . . . ,m, und

C(k) =


c1k
c2k
...
cnk


die k-te Spalte von C, wobei k = 1, . . . , p. Das Element in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte der Matrix (A+B)C ist gegeben durch

(A+B)(i)C(k) = (ai1 + bi1)c1k + (ai2 + bi2)c2k + · · ·+ (ain + bin)cnk



24 KAPITEL 2. MATRIZEN

und das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix AC +BC ist
gegeben durch

A(i)C(k) +B(i)C(k) = (ai1c1k + ai2c2k + · · · aincnk) + (bi1c1k + bi2c2k + · · · bincnk),

also 1. folgt.
Der Beweis der Eigenschaften 2. und 3. ist eine Übung.
4. Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix AIn ist gegeben
durch

A(i)(In)(j) = ai10 + · · · aij−10 + aij1 + aij+10 + · · ·+ ain0 = aij.

Weil i und j beliebig sind, erhalten wir AIn = A. Ähnlich kann man beweisen,
dass InC = C.
(b) Zuerst bemerken wir, dass AB ∈ Mm,p(R), also können wir die Matrizen
AB und C multiplizieren. Ähnlich ist BC in Mn,r(R), also können wir A mit
BC multiplizieren. Das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
(AB)C ist gegeben durch

(AB)(i)C(h) = (A(i)B(1))c1h + (A(i)B(2))c2h + · · ·+ (A(i)B(p))cph
= (ai1b11 + ai2b21 + · · ·+ ainbn1)c1h+

+(ai1b12 + ai2b22 + · · ·+ ainbn2)c2h + · · ·
· · ·+ (ai1b1p + ai2b2p + · · ·+ ainbnp)cph =

= ∑
1≤j≤n
1≤k≤p

aijbjkckh .

(2.1.3)

wobei (AB)(i) die i-te Zeile der Matrix AB ist.
Andererseits ist das Element in der i-ten Zeile und h-ten Spalte der Matrix
A(BC) gegeben durch

A(i)(BC)(h) = ai1(B(1)C(h)) + ai2(B(2)C(h)) + · · ·+ ain(B(n)C(h))
= ai1(b11c1h + b12c2h + · · ·+ b1pcph)+

+ai2(b21c1h + b22c2h + · · ·+ b2pcph) + · · ·
· · ·+ ain(bn1c1h + bn2c2h + · · ·+ bnpcph) =

= ∑
1≤j≤n
1≤k≤p

aijbjkckh .

(2.1.4)

Weil i und h beliebig sind, nach (2.1.3) und (2.1.4) können wir schließen, dass
(AB)C = A(BC).

Bemerkung 2.1.2
Nach (2.1.2) folgt, dass das Produkt von mehreren Matrizen definiert werden kann.

Genauer gesagt, seien es A ∈ Mm,n(R), B ∈ Mn,r(R) und C ∈ Mr,s(R). Dann
können wir nach (2.1.2) die Matrix ABC ∈ Mm,s(R) entweder als A(BC) oder
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als (AB)C definieren. Mit anderen Worten, (2.1.2) erlaubt uns, die Klammern zu
“vergessen”.

Gegeben Matrizen Ai, i = 1, . . . , N , sodass Ai mit Ai+1 multipliziert werden
kann für alle i = 1, . . . , N − 1, das Produkt

A1A2 · · ·AN

definiert werden kann als, z.B. (. . . ((A1A2)A3 · · · )AN). Hier “zum Beispiel” be-
deutet, dass nach (2.1.2) die Ordnung der Multiplikation gewählt werden kann, weil
das Ergebnis dasselbe ist.

1.

Vorlesung 5 - 03.11.2016

2.1.4 Die Transponierte einer Matrix
Definition 2.1.7
Es sei A eine Matrix des Typs (m,n). Mit AT bezeichnen wir die Matrix des Typs
(n,m), die als Spaltenvektoren genau die Zeilenvektoren von A hat. Äquivalent
gesagt, es sei

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn

 ∈Mm,n(R),

dann

AT =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... ...
a1n a2n · · · amn

 ∈Mn,m(R).

Die Matrix AT wird Transponierte der Matrix A genannt.

Beispiel 2.1.6
Es gilt

(
1 0 −5
2 1 −3

)T
=

 1 2
0 1
−5 −3

 und
(

0 8
1 3

)T
=
(

0 1
8 3

)

Proposition 2.1.4
Es sei A ∈Mm,n(R). Dann (AT )T = A.
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Beweis. Es sei

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn

 ∈Mm,n(R),

dann

(AT )T =


a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
... ... ...
a1n a2n · · · amn


T

=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn

 = A.

Definition 2.1.8 • Eine quadratische Matrix A = (aij) ∈Mn(R) heißt
symmetrisch, falls

aij = aji für alle i, j = 1, . . . , n . (2.1.5)

Also sind die Einträge spiegelsymmetrisch bezüglich der Hauptdiagonale.
Mit anderen Worten, ist A symmetrisch genau dann, wenn

AT = A .

• Eine quadratische Matrix A = (aij) ∈Mn(R) heißt
antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), falls

aij = −aji für alle i, j = 1, . . . , n . (2.1.6)

Mit anderen Worten, ist A antisymmetrisch genau dann, wenn

AT = −A .

Bemerkung 2.1.3
Gleichung (2.1.6) impliziert, dass wenn A antisymmetrisch ist, dann aii = 0 für alle
i = 1, . . . , n.
Beispiel 2.1.7
Die folgenden Matrizen sind symmetrisch(

1 2
2 3

)  2 −1 5
−1 4 1

6
5 1

6 −7


und die folgenden antisymmetrisch(

0 2
−2 0

)  0 −1 5
1 0 1

6
−5 −1

6 0

 .
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Fragen und Vertiefungen 2.1.2
In Hausaufgabe 2 sollen Sie beweisen, dass gegeben A,B ∈Mm,n(R) und
C ∈Mn,p(R), dann gilt

(A+B)T = AT +BT und (AC)T = CTAT .

Mit Hilfe von obigen Gleichungen, beantworten Sie folgende Fragen:

(i) Seien A und B symmetrische Matrizen, also A,B ∈Mn(R).
• Ist A + B symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn

“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.
• Ist AB symmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn “Nein”

finden Sie Bedingungen von A und B, sodass AB symmetrisch ist.

(ii) Seien A und B antisymmetrische Matrizen, also A,B ∈Mn(R).
• Ist A + B antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn

“Nein” geben Sie ein Gegenbeispiel.
• Ist AB antisymmetrisch? Wenn “Ja”, geben Sie einen Beweis. Wenn

“Nein” finden Sie ein Gegenbeispiel.

2.2 Invertierbare Matrizen
Definition 2.2.1
Es sei A eine quadratische Matrix A ∈Mn(R). Dann sagen wir, dass A invertierbar
ist, wenn es eine Matrix B ∈Mn(R) gibt, sodass

AB = BA = In . (2.2.1)

Die Matrix B heißt die Inverse der Matrix A.

Beispiel 2.2.1
Die Matrix In ist invertierbar für alle n ∈ N, mit Inverse gegeben durch In.

Satz 2.2.1
Es sei A ∈Mn(R) eine invertierbare Matrix. Dann gilt:

(a) Die Inverse von A ist eindeutig definiert, d. h. wenn B1 und B2 existieren, die
(2.2.1) erfüllen, dann B1 = B2.

Wir bezeichnen mit A−1 die Inverse von A.

(b) Die Matrix A−1 ist auch invertierbar, und (A−1)−1 = A.

(c) Wenn A1 und A2 invertierbar sind, dann ist A1A2 invertierbar und (A1A2)−1 =
A−1

2 A−1
1 .



28 KAPITEL 2. MATRIZEN

Beweis. (a) Es seien B1, B2 ∈Mn(R) die (2.2.1) erfüllen. Dann gilt

B1 = B1In = B1(AB2) = (B1A)B2 = InB2 = B2 ,

wobei die obigen Gleichungen gelten aufgrund des Satzes 2.1.3.
(b) Wir sollen die Matrix B finden (B ist eindeutig definiert wegen (a)), sodass

A−1B = BA−1 = In .

Weil A−1 die Inverse der Matrix A ist, haben wir A−1A = A−1A = In, also B = A.
(c) Wir sollen die Matrix B finden, sodass (A1A2)−1B = B(A1A2)−1 = In. Es

genügt zu beweisen, dass

(A1A2)(A−1
2 A−1

1 ) = (A−1
2 A−1

1 )(A1A2) = In .

Wir haben

(A1A2)(A−1
2 A−1

1 ) = A1(A2A
−1
2 )A−1

1 = (A1In)A−1
1 = A1A

−1
1 = In .

Ähnlich kann man beweisen, dass (A−1
2 A−1

1 )(A1A2) = In. Also ist (A1A2)−1 genau
A−1

2 A−1
1 .

Fragen und Vertiefungen 2.2.1
Es seien A1, . . . , Ak invertierbaren Matrizen. Beweisen Sie, dass A1 · · ·Ak invertier-
bar ist, und die Inverse ist gegeben durch A−1

k · · ·A−1
1 .

Beispiel 2.2.2
(1) Es sei

A =
(

1 1
2 1

)
.

Wir beweisen, dass A invertierbar ist und finden die Inverse A−1. Also sollen wir
eine Matrix

B =
(
a b
c d

)
finden, sodass

AB = I2 und BA = I2, (2.2.2)

deshalb B = A−1. Es sei B =
(
a b
c d

)
, wobei a, b, c und d Unbekannte sind. Wir

können AB = I2 in folgendes Gleichungssystem umsetzen:
a + c = 1

b + d = 0
2a + c = 0

2b + d = 1
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Man kann nachprüfen, dass das System genau eine Lösung hat, die gegeben ist durch

(a, b, c, d) = (−1, 1, 2,−1), also A−1 =
(
−1 1

2 −1

)
. Sie können auch nachprüfen,

dass A−1A = I2.
(2) Es sei

A =
(

1 0
2 0

)
.

Wir beweisen, dass A nicht invertierbar ist. Also, gibt es keine Matrix

B =
(
a b
c d

)

sodass AB = I2 und BA = I2. In der Tat, ist das Gleichungssystem äquivalent
zur Gleichung BA = I2 gegeben durch


a + 2b = 1

0 = 0
c + 2d = 0

0 = 1

Nach der letzten Gleichung können wir schließen, dass das System keine Lösung hat.
Also ist A nicht invertierbar.

Definition 2.2.2
Die Teilmenge vonMn(R) von invertierbaren Matrizen ist bezeichnet durch GLn(R).

Bemerkung 2.2.1
Wir bemerken, dass:

• Wenn A und B in GLn(R) sind, dann ist auch AB in GLn(R) (Satz 2.2.1 (c)).

• In ∈ GLn(R) (Beispiel 2.2.1).

• Wenn A ∈ GLn(R), dann A−1 ∈ GLn(R) (Satz 2.2.1 (b)).

Fragen und Vertiefungen 2.2.2

• Ist die Nullmatrix O ∈Mn(R) invertierbar?

• Gegeben A ∈ GLn(R), ist −A ∈ GLn(R)?

• Gegeben A,B ∈ GLn(R), ist A+B ∈ GLn(R)?
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2.2.1 Invertierbare Matrizen und lineare Gleichungssysteme
Es sei 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(2.2.3)

ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten. Wir können
(2.2.3) als

Ax = b

schreiben, wobei

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 , x =


x1
x2
...
xn

 und b =


b1
b2
...
bn

 .

Nehmen wir an, dass die Matrix A invertierbar ist mit Inverse A−1. Dann hat (2.2.3)
eine einzige Lösung y = (y1 y2 · · · yn), die gegeben ist durch

(A−1b)T .

In der Tat, es sei y = (A−1b)T , dann ist y eine Lösung des Systems (2.2.3), weil

A(yT ) = A(A−1b) = (AA−1)b = Inb = b.

Umgekehrt, es sei y′ = (y′1 y′2 · · · y′n) eine Lösung des Systems (2.2.3), dann sollen wir
beweisen, dass y′ = (A−1b)T . In der Tat haben wir A(y′)T = b, also A−1A(y′)T =
A−1b, und (y′)T = A−1b oder, äquivalent gesagt, y′ = (A−1b)T .

Bemerkung 2.2.2
Wenn b der Null-Spaltvektor ist, d. h. wenn das System (2.2.3) homogen und A
invertierbar ist, dann ist die triviale Lösung die einzige Lösung von (2.2.3).

Vorlesung 6 - 07.11.2016
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2.2.2 Umkehrbare Abbildungen und invertierbare Matrizen
Jede n×n-Matrix A ∈Mn(R) definiert eine “Transformation” oder Abbildung

von Mn(R) nach Mn(R), die wir mit LA bezeichnen. In der Tat, gegeben A, können
wir LA als

LA : Mn(R) −→ Mn(R)
B 7→ A ·B (2.2.4)

definieren, also LA(B) = A ·B für alle B ∈Mn(R).

Bemerkung 2.2.3 • Wir können auch eine Abbildung RA als

RA : Mn(R) −→ Mn(R)
B 7→ B · A (2.2.5)

definieren. Bemerken Sie, dass im Allgemeinen LA 6= RA, weil (wenn n > 1)
die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist!

• Wir haben die Abbildung (2.2.4) (bzw. (2.2.5)) mit LA (bzw. mit RA)
bezeichnet, weil wir die Matrix A links (bzw. rechts) von B multipliziert haben.

Mit der Abbildung LA haben wir die Menge Mn(R) in

LA(Mn(R)) = {A ·B | B ∈Mn(R)}

“überführt”. Zum Beispiel, wenn A = O (die Nullmatrix), dann wird Mn(R) die
Menge LO(Mn(R)) = {O}. Natürlich ist die Abbildung LO nicht umkehrbar, d. h.
es gibt keine Matrix C, sodass LC ◦ LO = Identität auf Mn(R). In der Tat haben
wir

LC ◦ LO(B) = LC(O ·B) = LC(O) = C ·O = O 6= B für alle B 6= O.

Ein zweites Beispiel: Es sei A =
(

1 1
1 1

)
. Dann ist LA nicht umkehrbar,

oder invertierbar. In der Tat haben wir, dass

LA(B) = LA
((

a b
c d

))
=
(

1 1
1 1

)(
a b
c d

)
=
(
a+ c b+ d
a+ c b+ d

)
.

Also, das Bild LA(B) einer beliebigen Matrix B hat dieselben Zeilen, und LA(B)
ist kein beliebiges Element von Mn(R). Sie können nachprüfen, dass diese Tatsache
impliziert, dass es keine Matrix C gibt, sodass LC ◦ LA = Identität.

Nun können wir uns fragen: Wann ist die Transformation LA umkehrbar? Mit
anderen Worten, wann ist die Abbildung LA invertierbar? Genauer gesagt, wann
existiert B, so dass

LA ◦ LB = Identität auf Mn(R) und LB ◦ LA = Identität auf Mn(R)? (2.2.6)

Wenn eine solche B existiert, bezeichnen wir LB mit L−1
A .
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Proposition 2.2.2
Es sei A eine invertierbare Matrix. Dann ist LA invertierbar und L−1

A = LA−1.

Beweis. Wir sollen beweisen, dass die Gleichungen in (2.2.6) gelten mit B = A−1.
Wir haben

LA ◦ LA−1(C) = LA(A−1 · C) = A · (A−1 · C) = (A · A−1) · C = In · C = C.

Weil C eine beliebige Matrix ist, erhalten wir, dass LA◦LA−1 = Identität auf Mn(R).
Ähnlich kann man nachprüfen, dass LA−1 ◦ LA = Identität auf Mn(R).

2.2.3 Elementarmatrizen
Es sei δi die m-dimensionale Zeile, deren Einträge aih, für h = 1, . . . ,m,

gegeben sind durch δih (das Kronecker-Delta). Also hat die Einheitsmatrix Im Zeilen
δ1, δ2, . . . , δm (in dieser Ordnung).

Wir führen drei Typen von Elementarmatrizen ein:

1. Es seien 1 ≤ i < j ≤ m. Wir definieren die quadratische Matrix Eij ∈Mm(R)
als die Matrix, deren Zeilen δ1, δ2, . . . , δj, . . . , δi, . . . , δm sind. Also

En
ij =



δ1
δ2
...
δj
...
δi
...
δm


.

Also können wir Em
ij erhalten durch Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile

von Im.

Beispiel 2.2.3

E2
12 =

(
0 1
1 0

)
, E3

13 =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 , E4
23 =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

2. Gegeben λ ∈ R \ {0}, sei Em
i (λ) die quadratische m×m-Matrix, deren Zeilen

gegeben sind durch δ1, . . . , λδi, . . . , δm. Also erhalten wir Em
i (λ) von Im durch

Multiplizieren der i-ten Zeile von Im mit λ 6= 0.
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Beispiel 2.2.4

E2
1(λ) =

(
λ 0
0 1

)
, E3

2(λ) =

 1 0 0
0 λ 0
0 0 1


3. Es seien 1 ≤ i 6= j ≤ m und λ ∈ R. Wir definieren die Matrix Em

ij (λ) als die
quadratische m×m-Matrix, deren Zeilen gegeben sind durch
δ1, . . . , δi + λδj, . . . , δj, . . . , δm. Also können wir Em

ij (λ) von Im erhalten durch
Ersetzen der i-ten Zeile von Im mit der i-ten Zeile plus λ-Mal die j-te Zeile
von Im.

Beispiel 2.2.5

E2
12(λ) =

(
1 λ
0 1

)
, E3

13(λ) =

 1 0 λ
0 1 0
0 0 1


Definition 2.2.3
Die quadratischen Matrizen Em

ij , Em
i (λ) und Em

ij (λ), die wir in 1., 2. und 3. einge-
führt haben, heißen Elementarmatrizen.

Wenn der Typ der Matrix nicht nötig ist, bezeichnen wir die Elementarmatrizen mit
Eij, Ei(λ) und Eij(λ).

Proposition 2.2.3
Alle Elementarmatrizen sind invertierbar und die Inversen sind Elementarmatrizen.
Genauer gesagt,

E−1
ij = Eij, Ei(λ)−1 = Ei(λ−1) und Eij(λ)−1 = Eij(−λ) .

Beweis: Zuerst beweisen wir, dass E−1
ij = Eij. Die h-te Spalte Sh und h-te Zeile Zh

von Eij sind genau die h-te Spalte und h-te Zeile von Im, für alle h /∈ {i, j}. Weil Im
symmetrisch ist, erhalten wir ZT

h = Sh für alle h /∈ {i, j}. Es ist einfach zu beweisen,
dass ZT

i = Si und ZT
j = Sj. Also ist Eij symmetrisch und wir können Eij als

Eij = (δT1 · · · δTj · · · δTi · · · δTm)

beschreiben. Weil δhδTk = δhk (das Kronecker-Delta) für alle h, k, erhalten wir, dass

EijEij = (δhk)1≤h≤m
1≤k≤m

= Im .

Es ist einfach zu beweisen, dass Ei(λ)−1 = Ei(λ−1).
Um zu beweisen dass Eij(λ)−1 = Eij(−λ), bemerken wir zuerst, dass die Spal-

ten S1, . . . , Sm von Eij(−λ) gegeben sind durch δT1 , . . . , δTi , . . . , (−λδi+ δj)T , . . . , δTm.
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Es seien Z1, . . . , Zi = δi+λδj, . . . , Zj, . . . , Zm die Zeilen von Eij(λ). Dann bemerken
wir, dass

Zh · Sk =


δh · δTk = 0 falls h 6= k, und h, k /∈ {i, j}
(δi + λδj) · δTi = 1 falls h = k = i

(δi + λδj) · (−λδi + δj)T = −λ+ λ = 0 falls h = i und k = j

δj · (−λδi + δj)T = 1 falls h = k = j.

Also können wir schließen, dass Eij(λ)Eij(−λ) = Im. Ähnlich kann man beweisen,
dass Eij(−λ)Eij(λ) = Im, und die Behauptung folgt.

Vorlesung 7 - 10.11.2016

Wie wir schon in Sektion 2.2.2 diskutiert haben, definiert jedem×m-Elementarmatrix
E eine Abbildung

LE : Mm(R) −→ Mm(R)
A 7→ E · A

die, wegen Propositionen 2.2.2 und 2.2.3, invertierbar ist.
In Sektion 1.3.2, insbesondere in Definition 1.3.2, haben wir drei umkehrbare

Operationen auf einem Gleichungssystem eingeführt:

1. Vertauschung von zwei Zeilen des System: Zi ↔ Zj;

2. Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor λ 6= 0: λZ;

3. Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Zi+λZj, mit i 6= j und
λ ∈ R.

Gegeben ein lineares Gleichungssystem

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(2.2.7)

in Sektion 1.3.2 haben wir den Gauß-Jordan Algorithmus eingeführt. Dieser Algo-
rithmus benutzt eine Folge von Operationen 1., 2. und 3., um ein lineares Gleichungssystem–
das Lösungen hat– mit einem neuen äquivalenten linearen Gleichungssystem in
Zeilenstufenform zu wechseln. Wir können diesen Algorithmus mit Hilfe von
Elementarmatrizen beschreiben.
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Es seien A ∈ Mm,n(R), x ∈ Mn,1(R) und b ∈ Mm,1(R) die Matrizen gegeben
durch

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 an2 · · · amn

 , x =


x1
x2
...
xn

 und b =


b1
b2
...
bm

 .

Das System (2.2.7) ist äquivalent zu

Ax = b .

Proposition 2.2.4
Gegeben sei das Gleichungssystem (2.2.7) und die dazugehörige Matrix A:

1. Wenn wir die Zeilen Zi und Zj des Systems (2.2.7) vertauschen, ist die dazuge-
hörige Matrix des neuen Systems gegeben durch

LEij
(A) = Eij · A.

2. Wenn wir eine Zeile Zi des Systems (2.2.7) mit einem Faktor λ 6= 0 multi-
plizieren, ist die dazugehörige Matrix des neuen Systems gegeben durch

LEi(λ)(A) = Ei(λ) · A.

3. Wenn wir eine Zeile Zi des Systems (2.2.7) mit der Zeile Zi+λZj substituieren
(mit i 6= j), ist die dazugehörige Matrix des neuen Systems gegeben durch

LEij(λ)(A) = Eij(λ) · A.

Also stimmen Operationen 1., 2. und 3. mit Multiplikation von links mit
Elementarmatrizen überein.

Beweis. Übung.

Fragen und Vertiefungen 2.2.3
Gegeben eine Matrix A ∈ Mm,n(R) mit Zeilen Z1, . . . , Zi, . . . , Zj, . . . , Zn, wegen
Proposition 2.2.4 hat die Matrix LEij

(A) = EijA Zeilen Z1, . . . , Zj . . . , Zi, . . . , Zn.
Was können wir sagen, wenn wir die Matrix REij

(A) = AEij nehmen? Es seien
S1, . . . , Si, . . . , Sj, . . . , Sn die Spalten von A. Beweisen Sie, dass die Spalten von
AEij gegeben sind durch S1, . . . , Sj, . . . , Si, . . . , Sn.
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Der Gauß-Jordan Algorithmus sagt uns, dass es eine Folge von Elementarma-
trizen E1, . . . , EN , E

′
1, . . . , E

′
M gibt, sodass die Matrix A′ := EN · · ·E1AE

′
1 · · ·E ′M

der folgenden Gestalt

A′ =



1 ∗ · · · ∗ · · · · · · ∗
0 1 ∗ · · · · · · · · · ∗
... . . .
0 · · · 0 1 · · · · · · ∗
0 0 0 · · · · · · · · · 0

... ...
0 0 0 · · · · · · 0


(2.2.8)

ist, wobei “∗” eine beliebige reelle Zahl bezeichnet.

Beispiel 2.2.6
Es sei A die Matrix

A =

 1 2 1
0 0 1
0 0 1

 .

Wir möchten Elementarmatrizen finden, sodass A′ := EN · · ·E1AE
′
1 · · ·E ′M der

Gestalt (2.2.8) ist.
Der Gauß-Jordan Algorithmus sagt uns, dass wir die zweite und dritte Spalte

vertauschen sollten. Wegen Fragen und Vertiefungen (2.2.3), stimmt diese Operation
mit Multiplikation von rechts mit Elementarmatrizen E3

23 überein, nämlich

A · E3
23 =

 1 2 1
0 0 1
0 0 1

 ·
 1 0 0

0 0 1
0 1 0

 =

 1 1 2
0 1 0
0 1 0

 .
Jetzt sollen wir die dritte Zeile Z3 mit Z3 − Z2 ersetzen (weil wir den Koeffizienten
im Platz (3, 2) löschen müssen). Also stimmt diese Operation mit Multiplikation
von links mit Elementarmatrizen E32(−1) überein, d.h.

E32(−1) · (A · E3
23) =

 1 0 0
0 1 0
0 −1 1

 ·
 1 1 2

0 1 0
0 1 0

 =

 1 1 2
0 1 0
0 0 0

 .
Die Matrix A′ ist gegeben durch

A′ = E32(−1) · A · E3
23 =

 1 1 2
0 1 0
0 0 0

 .
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Es seien Z1, . . . , Zp die ersten p-Zeilen von A′ die nicht Null sind. Mit Hilfe
der Abbildung LEij(λ), können wir noch A′ vereinfachen.

• Nehmen wir die p-te Zeile

(0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗)

und die (p− 1)-te Zeile

(0 · · · 1 ap−1 ∗ · · · ∗).

Substituieren wir die Zeile Zp−1 mit Zp−1 − ap−1Zp. Die neue (p− 1)-te Zeile
Z ′p−1 ist der Gestalt

(0 · · · 1 0 ∗ · · · ∗).
Diese Operation stimmt mit Multiplikation von links mitEp−1 p(−ap−1) überein.

• Die (p − 2)-te Zeile Zp−2 ist der Gestalt (0 · · · 1 ap−2 bp−2 ∗ · · · ∗).
Substituieren wir Zp−2 mit Zp−2 − bp−2Zp − ap−2Z

′
p−1 und erhalten wir eine

neue Zeile der Gestalt (0 · · · 1 0 0 ∗ · · · ∗). Diese Operation stimmt mit
Multiplikation von links mit Ep−2 p−1(−ap−2)Ep−2 p(−bp−2) überein.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir eine Matrix A′′ der Gestalt

A′′ =



1 0 · · · 0 ∗ · · · ∗
0 1 · · · 0 ∗ · · · ∗
... . . .
0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 0 0 · · · · · · 0

... ...
0 0 0 · · · · · · 0


, (2.2.9)

wobei die ersten p-Zeilen und p-Spalten die Einheitsmatrix Ip bilden.

Beispiel 2.2.7
Es sei A′ die Matrix in Beispiel 2.2.6. Hier p = 2 und die erste Zeile Z1 ist (1 a1 ∗) =
(1 1 2). Um a1 zu löschen, sollen wir Z1 mit Z1 − a1Z2 ersetzen. Diese Operation
stimmt mit Multiplikation von links mit der Elementarmatrix E12(−1) überein, d.h.

E12(−1) · A′ =

 1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 ·
 1 1 2

0 1 0
0 0 0

 =

 1 0 2
0 1 0
0 0 0

 .
Die ersten 2 Zeilen und 2 Spalten, die Matrix I2 bilden, also

A′′ =

 1 0 2
0 1 0
0 0 0

 .
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Vorlesung 8 - 14.11.2016

Wir können den folgenden wichtigen Satz beweisen.

Satz 2.2.5
Es sei A ∈Mm(R) eine quadratische Matrix. Dann sind die folgenden Bedingungen

(i) A ist invertierbar

(ii) A ist das Produkt von Elementarmatrizen

äquivalent.

Beweis. (ii) =⇒ (i). Es sei A ein Produkt von Elementarmatrizen. Weil jede Ele-
mentarmatrix invertierbar ist (Proposition 2.2.3), wegen Satz 2.2.1 (c) (und Fragen
und Vertiefungen 2.2.1) ist A invertierbar.

(i) =⇒ (ii). Es sei A invertierbar, und nehmen wir das homogene lineare
Gleichungssystem

Ax = 0 . (2.2.10)
Weil A invertierbar ist, hat das obige System nur die triviale Lösung (Bemerkung
2.2.2). Also muss die Matrix A′′, die wir oben beschrieben haben, die Einheits-
matrix Im sein. In der Tat, wenn A′′ genau m − p > 0 Null Zeilen hätte, wäre
das dazugehörige homogene System, äquivalent zum System (2.2.10), der folgenden
Gestalt 

x1 +ap+1 1xp+1 + · · · +a1mxm = 0
x2 +ap+1 2xp+1 + · · · +a2mxm = 0

. . .
xp +ap+1 pxp+1 + · · · +apmxm = 0

und hätte dieses System mehrere Lösungen.
Mit obigem Verfahren wissen wir, dass es Elementarmatrizen E1, . . . , EN , E

′
1, . . . , E

′
M

gibt, so dass
A′′ = EN · · ·E1AE

′
1 · · ·E ′M = Im , (2.2.11)

also EN · · ·E1AE
′
1 · · ·E ′M(E ′1 · · ·E ′M)−1 = (E ′1 · · ·E ′M)−1 und EN · · ·E1A = (E ′1 · · ·E ′M)−1.

Von letzter Gleichung erhalten wir, dass

A = (EN · · ·E1)−1EN · · ·E1A = (EN · · ·E1)−1(E ′1 · · ·E ′M)−1.

Wegen Satz 2.2.1 (c) (und Fragen und Vertiefungen 2.2.1), und wegen Proposition
2.2.3, können wir schließen, dass A ein Produkt von Elementarmatrizen ist.
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Bemerkung 2.2.4
In obigem Beweis haben wir gezeigt, mit Hilfe vom System (2.2.10) und Bemerkung
2.2.2, dass wenn A invertierbar ist, A′′ keine Null-Zeilen haben kann. Es gibt einen
zweiten Beweis dieser Tatsache: Man kann bemerken, dass A invertierbar ist genau
dann, wenn A′′ ist (weil A′′ = EN · · ·E1AE

′
1 · · ·E ′M , und Elementarmatrizen sind

invertierbar). Jetzt genügt es zu bemerken, dass eine Matrix mit einer Null-Zeile
(oder Null-Spalte) nicht invertierbar ist (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen 2.2.4).

Bemerkung 2.2.5
Man kann beweisen, dass wenn A invertierbar ist, um A′′ in (2.2.9) zu erhalten,
braucht man keine Rechtsmultiplikation, d.h. wir brauchen keine Matrizen E ′i in
(2.2.11). Dies ist eine Folgerung aus der folgenden Tatsache: Der Gauß-Jordan
Algorithmus sagt uns, dass wir Rechtsmultiplikation benutzen müssen, wenn es Ele-
mentarmatrizen E1, . . . , Ek gibt, sodass die Matrix A oder Ek · · ·E1A der folgenden
Gestalt ist:

(a)


0 ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗
... ...
0 ∗ ∗ · · · ∗

 oder (b)



1 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 1 · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
... ... . . .
0 0 · · · 1 ∗ ∗ · · · ∗
0 0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗
... ... ...
0 0 · · · 0 0 ∗ · · · ∗


. (2.2.12)

Aber das ist einWiderspruch, weil wennA invertierbar ist, dann sollte auch Ek · · ·E1A
invertierbar sein, und die Matrizen in (2.2.12) sind nicht invertierbar.

Fragen und Vertiefungen 2.2.4
Es ist einfach zu beweisen, dass die Matrix in (a) (also ist die erste Spalte der
Null-Spaltvektor) nicht invertierbar ist. In der Tat kann man beweisen, dass eine
quadratische Matrix A ∈ Mm(R) mit einer Spalte (bzw. einer Zeile) die gleich dem
Null-Spaltvektor (bzw. dem Null-Zeilenvektor) ist, nicht invertierbar ist. Warum?

Es ist komplizierter zu beweisen, dass eine Matrix der Gestalt (2.2.12) (b) nicht
invertierbar ist, und jetzt beweisen wir das nicht.

Fragen und Vertiefungen 2.2.5
Nach Bemerkung 2.2.5 haben wir bewiesen, dass, wenn A invertierbar ist, es eine
Folge von Elementarmatrizen E1, . . . , EN gibt, sodass A ein Produkt von Elemen-
tarmatrizen ist, nämlich

A = (EN · · ·E1)−1 = E−1
1 · · ·E−1

N .

Ist dieses Produkt eindeutig? Genauer gesagt, können wir A = E−1
1 · · ·E−1

N =
Ẽ−1

1 · · · Ẽ−1
M haben für unterschiedliche Folgen E1, . . . , EN und Ẽ1, . . . , ẼM von Ele-

mentarmatrizen?
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2.2.4 Eine Methode um die Inverse zu finden
Nach (2.2.11) und Bemerkung 2.2.12, wissen wir, dass wenn A ∈ Mm(R) in-

vertierbar ist, es Elementarmatrizen E1, . . . , EN gibt, sodass

EN · · ·E1A = Im also A−1 = EN · · ·E1 . (2.2.13)

Um EN · · ·E1 zu finden, gehen wir wie folgt vor:
Es seien A,B ∈Mm(R) gegeben durch

A =


a11 · · · a1m
... ...
am1 · · · amm

 , B =


b11 · · · b1m
... ...
bm1 · · · bmm

 .
Dann können wir die folgende Matrix C ∈Mm,2m(R) bilden:

C = (A B) =


a11 · · · a1m b11 · · · b1m
... ...
am1 · · · amm bm1 · · · bmm

 .
Wenn D ∈Mm(R), kann man nachprüfen, dass die folgende Gleichung gilt

D · C = (D · A D ·B) .

Also nehmen wir B = Im und D = EN · · ·E1. Nach (2.2.13) folgt dass

EN · · ·E1 (A Im) = (EN · · ·E1A EN · · ·E1) =
(
Im A−1

)
.

Daher, um A−1 zu finden, genügt es auf Im dieselben Zeilenoperationen anzuwenden,
die wir auf A anwenden, um Im zu erhalten. Entsprechend genügt es, Im auf der
linken Seite mit demselben Produkt elementarer Matrizen zu multiplizieren, derart
dass EN · · ·E1A = Im.

Wir erklären diese Methode mit einem Beispiel:

Beispiel 2.2.8

Es sei A =
(

1 1
2 −1

)
. Dann

(A I2) =
(

1 1 1 0
2 −1 0 1

)
−−−−→
Z2−2Z1

(
1 1 1 0
0 −3 −2 1

)
−−−→
− 1

3Z2

(
1 1 1 0
0 1 2

3 −
1
3

)
→

Z1−Z2−−−−→

 1 0 1
3

1
3

0 1 2
3 −

1
3

 .
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Wir können schließen, dass A invertierbar ist, mit Inverse gegeben durch

A−1 = 1
3

(
1 1
2 −1

)
.

Prüfen Sie nach, dass A−1 genau E12(−1)E2(−1
3)E21(−2) ist.

Beispiel 2.2.9

Es sei A =
(

1 1
3 3

)
. Dann

(
1 1 1 0
3 3 0 1

)
−−−−→
Z2−3Z1

(
1 1 1 0
0 0 −3 1

)
.

Weil A′′ =
(

1 1
0 0

)
eine Null-Zeile hat, ist A nicht invertierbar (sehen Sie Be-

merkung 2.2.4).

Beispiel 2.2.10

Es sei A =

 1 1 2
0 1 0
−1 0 1

. Dann

(A I3) =

 1 1 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0
−1 0 1 0 0 1

 −−−−→
Z3+Z1

 1 1 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 3 1 0 1

 −−−−→
Z3−Z2

−→

 1 1 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 3 1 −1 1

 −−→
1
3Z3

 1 1 2 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 1

3 −
1
3

1
3

 Z1−2Z3−Z2−−−−−−−→

−→

 1 0 0 1
3 −

1
3 −

2
3

0 1 0 0 1 0
0 0 1 1

3 −
1
3

1
3

 .
Also ist A invertierbar mit Inverse gegeben durch

A−1 =


1
3 −

1
3 −

2
3

0 1 0
1
3 −

1
3

1
3

 .
Prüfen Sie nach, dass A−1 = E12(−1)E13(−2)E3(1

3)E32(−1)E31(1).
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3.1 Gruppen, Ringe und Körper
Definition 3.1.1
Es sei G eine nichtleere Menge. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ∗), wobei ∗ eine
Abbildung

∗ : G×G → G
(g1, g2) 7→ g1 ∗ g2

ist, sodass gilt:

1. (Assoziativität von ∗)
Die Abbildung ∗ erfüllt

g1 ∗ (g2 ∗ g3) = (g1 ∗ g2) ∗ g3

2. (Existenz des neutralen Elements)
Es gibt ein Element e ∈ G, sodass

g ∗ e = e ∗ g = g für alle g ∈ G . (3.1.1)

3. (Existenz des inversen Elements)
Für alle g ∈ G, gibt es ein g′ ∈ G, sodass

g ∗ g′ = g′ ∗ g = e . (3.1.2)

Vorlesung 9 - 17.11.2016

Bemerkung 3.1.1

• Eigenschaft 1. erlaubt uns die Klammern wegzulassen, und wir können definieren

g1 ∗ g2 ∗ g3 als g1 ∗ (g2 ∗ g3) oder als (g1 ∗ g2) ∗ g3.

Wenn die Abbildung ∗, die wir benutzt haben, eindeutig ist, bezeichnen wir
g1 ∗ g2 mit g1g2.

• Wir können das Produkt g1 ∗ g2 ∗ · · · ∗ gN von mehreren Elementen definieren,
z.B. als

g1 ∗ g2 ∗ · · · gN := (· · · ((g1 ∗ g2) ∗ g3) ∗ · · · ) .
(Sehen Sie Bemerkung 2.1.2.)
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Lemma 3.1.1

1. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, d. h. wenn e1 und e2 existieren,
die (3.1.1) erfüllen, dann e1 = e2.

2. Für alle g ∈ G ist das inverse Element von g eindeutig bestimmt, d.h. wenn
es g′ und g′′ gibt, die (3.1.2) erfüllen, dann g′ = g′′.

Beweis. 1. Nehmen wir (3.1.1) mit g = e2 und e = e1 und erhalten e2 ∗ e1 = e2.
Jetzt benutzen wir (3.1.1) mit g = e1 und e = e2 und erhalten e2 ∗ e1 = e1, also
e1 = e2.

Um 2. zu beweisen, können wir dieselbe Überlegung anstellen, die wir in Satz
2.2.1 (a) benutzt haben. Also, gegeben g ∈ G, seien g′ und g′′ zwei Elemente von
G, die (3.1.2) erfüllen. Also

g′ = g′ ∗ e = g′ ∗ (g ∗ g′′) = (g′ ∗ g) ∗ g′′ = e ∗ g′′ = g′′ .

Wir bezeichnen das inverse Element von g mit g−1.

Beispiel 3.1.1
Beispiele und Gegenbeispiele von Gruppen:

• (Z,+), (Q,+) und (R,+) sind Gruppen, wobei das neutrale Element (der
Addition) 0 ist und das inverse Element von a genau −a ist.

• (N0,+) ist keine Gruppe. In der Tat ist die Addition assoziativ, hat ein neu-
trales Element 0, aber wir können keine Inverse von a finden, für alle a 6= 0
(wenn a ∈ N dann −a /∈ N).

• (Q, ·) (also rationale Zahlen mit Multiplikation) ist keine Gruppe. In der Tat
ist die Multiplikation assoziativ, hat ein neutrales Element (das in diesem Fall
1 ist), aber nicht jede rationale Zahl hat eine (multiplikative) Inverse: für das
Element 0, können wir keine rationale Zahl a finden, sodass a · 0 = 1, weil
a · 0 = 0 für alle a ∈ Q.

• (Q \ {0}, ·) ist eine Gruppe. Wie oben, ist die Multiplikation assoziativ und
hat das neutrale Element 1. Dazu, für alle a ∈ Q \ {0}, die multiplikative
Inverse von a ist 1

a
.

• (Mn(R),+) ist eine Gruppe (Sehen Sie Proposition 2.1.1, Eigenschaften 1. 3.
und 4.).
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• (Mn(R), ·) ist keine Gruppe. In der Tat erfüllt die Multiplikation Eigenschaften
Axiome 1. und 2. einer Gruppe (Sehen Sie Satz 2.1.3 (a) 4. und (b)), aber
nicht alle Matrizen besitzen eine multplikative Inverse! Nur die invertierbaren
Matrizen, also...

• (GLn(R), ·) (die Menge aller invertierbaren Matrizen mit Multiplikation) ist
eine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe. Bemerken Sie, um diese Be-
hauptung zu beweisen, sollte man auch beweisen, dass das Produkt von zwei
invertierbaren Matrizen auch invertierbar ist (nämlich kann man die Multip-
likation auf GLn(R) beschränken; das ist genau Satz 2.2.1 (c)). Dazu sollte
man beweisen, dass die Inverse einer Matrix in GLn(R) auch in GLn(R) ist
(Satz 2.2.1 (b)).

Bemerkung 3.1.2
Man sollte die Elemente einer Gruppe immer als invertierbare Abbildungen sehen.
Zum Beispiel haben wir schon bewiesen, dass jedes Element A in GLn(R) uns eine
invertierbare Abbildung LA : Mn(R)→Mn(R) gibt:

A −→ LA.

Außerdem können wir die Gruppen (GLn(R), ·) und (L·, ◦) identifizieren (als Grup-
pen!), d. h.

In −→ (LIn =)Identität, A ·B −→ (LA·B =)LA ◦ LB, A−1 −→ (LA−1 =)L−1
A .

Fragen und Vertiefungen 3.1.1
Es sei K entweder N,N0,Z,Q oder R und Mn(K) die Menge aller n × n-Matrizen
mit Koeffizienten in K.

• Für welche K ist (Mn(K),+) eine Gruppe?

• Es sei Gn(K) die Menge aller n × n-Matrizen mit Koeffizienten in K, die
invertierbar sind. Also

Gn(K) = Mn(K) ∩GLn(R) .

Für welche K ist (Gn(K), ·) eine Gruppe?

Definition 3.1.2
Eine Gruppe (G, ∗) heißt abelsch oder kommutativ, falls g∗h = h∗g für alle g, h ∈ G.

Beispiel 3.1.2
(Z,+), (Mn(R),+) und (Q \ {0}, ·) sind abelsche Gruppen. Die allgemeine lineare
Gruppe (GLn(R), ·) ist nicht abelsch, für alle n > 1.
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Definition 3.1.3
Es sei R eine nichtleere Menge. Ein Ring ist ein Tripel (R,+, ·), wobei + (die
“Addition”) und · (die “Multiplikation”) zwei Operationen auf R sind, nämlich

+: R×R −→ R
(a, b) 7→ a+ b

und · : R×R −→ R
(a, b) 7→ a · b ,

sodass gilt:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element, bezeichnet mit 0 ∈ R
und inversem Element von a ∈ R, bezeichnet mit −a.

2. Die Multiplikation · ist assoziativ (also a·(b·c) = (a·b)·c für alle a, b, c ∈ R) und
besitzt ein neutrales Element, das wir mit 1 bezeichnen (also 1 · a = a · 1 = a).

3. Die Multiplikation · ist distributiv über die Addition +, nämlich

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) ,

und
(b+ c) · a = (b · a) + (c · a) .

Bemerkung 3.1.3
Manche Autoren verzichten auf die Existenz des neutralen Elements 1 in R.

Fragen und Vertiefungen 3.1.2
Beweisen Sie, dass das neutrale Element der Multiplikation eindeutig bestimmt ist.

Definition 3.1.4
Ein Ring (R,+, ·) heißt kommutativ, falls a · b = b · a für alle a, b ∈ R.

Beispiel 3.1.3 • Die Tripel (Z,+, ·), (Q,+, ·) und (R,+, ·) sind kommutative
Ringe.

• Das Tripel (Mn(R),+, ·) ist ein Ring, der für alle n > 1 nicht kommutativ ist.

• Der Polynomring R[x]. Es sei (R,+, ·) ein Ring. Wir können wie folgt einen
neuen Ring (R[x],+, ·) definieren, der Polynomring genannt wird. Per defini-
tionem ist R[x] die Menge aller endlichen Folgen

R[x] := {(ak)k∈N0 | ak ∈ R, ai = 0 für alle bis auf endlich viele i ∈ N0}.

Also, ein Element von R[x] sieht

a = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . . , 0, . . .)
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aus. Äquivalent gesagt, ein Element a ∈ R[x] kann als

a =
n∑
i=0

aix
i

dargestellt werden, für ein n ∈ N0, das von der Folge a abhängt. Also ist
a ∈ R[x] ein Polynom mit Koeffizienten in R und Variable x.
Man kann eine Addition + und Multiplikation · auf R[x] definieren als

(ak)k∈N0 + (bk)k∈N0 := (ak + bk)k∈N0 , (ak)k∈N0 · (bk)k∈N0 =
 ∑
i+j=k

ai · bj


k∈N0

.

Es ist einfach zu beweisen, dass (R[x],+, ·) ein Ring ist, mit 0 = (0, 0, . . . , 0, . . .),
1 = (1, 0, 0, . . . , 0, . . .) und −(ak)k∈N0 = (−ak)k∈N0 . Wenn (R,+, ·) ein kom-
mutativer Ring ist, dann ist auch (R[x],+, ·) kommutativ.

Fragen und Vertiefungen 3.1.3
Es sei I eine nichtleere Menge und A die Menge aller Abbildungen von I nach R,
wobei (R,+, ·) ein Ring ist. Definieren wir

+: A×A −→ A
(f, g) 7→ f + g

und · : A×A −→ A
(f, g) 7→ f · g

als (f + g)(x) := f(x) + g(x) und (f · g)(x) := f(x) · g(x) für alle x ∈ I.
Ist (A,+, ·) ein Ring? Wenn Ja, was ist das additive neutrale Element 0 ∈ A?

Was ist das multiplikative neutrale Element 1 ∈ A? Und was ist −f?
Lemma 3.1.2
Es sei (R,+, ·) ein Ring. Dann

0 · a = 0 für alle a ∈ R .

Beweis. Weil 0 das neutrale Element der Gruppe (R,+) ist, und nach dem Distribu-
tivgesetz folgt, dass

0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a+ 0 · a.
Es sei b = 0 ·a und −b seine (additive) Inverse. Nach der obigen Gleichung b = b+ b
folgt dass

0 = b− b = b+ b− b = b+ 0 = b

und die Behauptung folgt.
Bemerkung 3.1.4
Es sei (R,+, ·) ein Ring. Nehmen wir an, dass 0 = 1 (also, ist das additive neutrale
Element gleich das multiplikative neutrale Element). Dann R = {0}. In der Tat
sei a ∈ R ein beliebiges Element in R. Dann, nach Lemma 3.1.2 und nach der
Voraussetzung 0 = 1, folgt, dass

0 = 0 · a = 1 · a = a .



3.1. GRUPPEN, RINGE UND KÖRPER 49

Künftig nehmen wir an, dass 0 6= 1 im Ring R (also, hat R mindestens zwei Ele-
mente).

Definition 3.1.5
Es sei a ∈ R ein Element, das eine multiplikative Inverse hat, d. h. es gibt b ∈ R
sodass a · b = b · a = 1. Dann heißt a eine Einheit des Rings (R,+, ·). Die Menge
aller Einheiten wird mit R∗ bezeichnet.

Bemerkung 3.1.5 • Bemerken Sie, dass wenn 0 6= 1 in R, dann R∗ ( R, weil 0
keine Einheit ist! (Sehen Sie Lemma 3.1.2). Also R∗ ⊆ R \ {0}.

• Wenn a ∈ R∗, dann ist die multiplikative Inverse b eindeutig bestimmt. In der
Tat, es seien b, b′ ∈ R, sodass a · b = b · a = 1 und a · b′ = b′ · a = 1. Dann

b = b · 1 = b · (a · b′) = (b · a) · b′ = 1 · b′ = b′.

Die multiplikative Inverse von a bezeichnen wir mit a−1.

Vorlesung 10 - 21.11.2016

Lemma 3.1.3
Das Paar (R∗, ·) ist eine Gruppe.

Beweis. Das Produkt a · b von zwei Einheiten a und b ist noch eine Einheit mit
(a · b)−1 = b−1 · a−1. Also können wir die Multiplikation auf R∗ einschränken

· : R∗ ×R∗ → R∗.

Weil R∗ ⊂ R, ist die Assoziativität von · eine Folgerung der Assoziativität der
Multiplikation · im Ring R.

Das neutrale multiplikative Element 1 ist natürlich eine Einheit, weil 1 · 1 = 1.
Also 1−1 = 1, und das inverse Element a−1 von a ist eine Einheit, mit (a−1)−1 =
a.

Definition 3.1.6 • Es sei (R,+, ·) ein Ring. Wenn R∗ genau R\{0} ist, nennen
wir (R,+, ·) einen Schiefkörper. Mit anderen Worten, ein Ring (R,+, ·) ist ein
Schiefkörper, falls (R \ {0}, ·) eine Gruppe ist.

• Ein Schiefkörper (R,+, ·), falls R ein kommutativer Ring ist, heißt Körper.
Mit anderen Worten, ist ein Ring (R,+, ·) ein Körper, falls (R \ {0}, ·) eine
kommutative Gruppe ist.
Wir bezeichnen einen Körper mit K.
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Beispiel 3.1.4 1. (Z,+, ·) ist ein kommutativer Ring, aber kein Körper, weil Z∗ =
{1,−1}.

2. (Q,+, ·) und (R,+, ·) sind Körper.

3. (Mn(R),+, ·) ist kein Schiefkörper für alle n > 1, weil
Mn(R)∗ = GLn(R) (Mn(R) \ {0} für alle n > 1.

4. Körper der komplexen Zahlen: Definieren wir die Menge

C := {x+ iy | x, y ∈ R}

mit Addition und Multiplikation gegeben durch

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) := (x1 + x2) + i(y1 + y2),
(x1 + iy1) · (x2 + iy2) := (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1).

Also, i2 = −1, und i heißt imaginäre Einheit. Dann ist (C,+, ·) ein Körper.
In der Tat ist es einfach nachzuprüfen, dass (C,+) eine abelsche Gruppe ist,
mit 0 = 0 + i0 und −(x + iy) = −x − iy. Ferner ist (C \ {0}, ·) eine abelsche
Gruppe mit

(x+ iy)−1 = x

x2 + y2 − i y

x2 + y2 .

Fragen und Vertiefungen 3.1.4

• Es sei (R[x],+, ·) der Polynomring in Beispiel 3.1.3, wobei R = Q oder R.
Was ist R[x]∗? Ist R[x] ein Schiefkörper?

• Es sei (A,+, ·) wie in Beispiel 3.1.3. Was ist A∗? Ist A ein Schiefkörper?

3.2 Vektorräume
Definition 3.2.1
Es sei V eine nichtleere Menge. Das Tripel (V,+, ·) ist ein Vektorraum über einem
Körper K (oder K-Vektorraum), falls wir Operationen + (“Vektoraddition”) und ·
(“Skalarmultiplikation”)

+: V × V → V
(v, w) 7→ v + w

· : K× V → V
(k, v) 7→ k · v

definieren können, sodass folgende Eigenschaften gelten:

1. (V,+) ist eine abelsche Gruppe. Wir bezeichnen mit 0 das neutrale Element,
und mit −v die (additive) Inverse von v ∈ V .
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2. Für alle u, v ∈ V und k ∈ K gilt

k · (u+ v) = k · u+ k · v.

3. Für alle h, k ∈ K und v ∈ V gilt

(h+ k) · v = h · v + k · v.

4. Für alle h, k ∈ K und v ∈ V gilt

(hk) · v = h · (k · v)

5. Für alle v ∈ V
1 · v = v .

Die Elemente von V werden Vektoren genannt, und diejenigen von K Skalare.
Wir bezeichnen k · v mit kv, wobei k ∈ K und v ∈ V .

Bemerkung 3.2.1
Bemerken Sie, dass das neutrale Element 0 und das inverse Element −v von v
eindeutig bestimmt sind, weil (V,+) eine (abelsche) Gruppe ist (Sehen Sie Lemma
3.1.1).

Lemma 3.2.1
Es sei 0 ∈ K, v ∈ V ein beliebiger Vektor und k ∈ K. Dann gilt

0 v = 0 (3.2.1)
k 0 = 0 (3.2.2)

(−1)v = −v (3.2.3)

wobei −1 ∈ K die additive Inverse des multiplikativen neutralen Element 1 ∈ K ist.

Beweis. Übung.

Beispiel 3.2.1 • Es sei n ∈ N und Kn definiert als

Kn := {(k1, . . . , kn) | ki ∈ K}.

Definieren wir zwei Operationen + und · auf Kn wie folgt

+: Kn ×Kn → Kn

((k1, . . . , kn), (h1, . . . , hn)) 7→ (k1 + h1, . . . , kn + hn)

und
· : K×Kn → Kn

(k, (k1, . . . , kn)) 7→ (kk1, . . . , kkn).
Es ist einfach zu beweisen, dass Kn ein K-Vektorraum ist.
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• Die Menge aller Matrizen Mm,n(K) mit Addition + und Skalarmultiplikation
· ist ein K-Vektorraum.

• Es sei V ein K-Vektorraum und I eine nichtleere Menge. Es sei A(I, V ) die
Menge aller Abbildungen f : I → V mit Addition und Skalarmultiplikation
punktweise definiert, also: (f + g)(x) := f(x) + g(x) und (k · f)(x) := k · f(x),
für alle x ∈ I und k ∈ K. Es ist einfach zu beweisen, dass mit dieser Addition
und Skalarmultiplikation A(I, V ) ein K-Vektorraum ist.

• (Polynomräume) Die Menge aller Polynome K[x] mit Koeffizienten in einem
Körper K, mit Addition definiert wie in Beispiel 3.1.3 und Skalarmultiplika-
tion, definiert als

k ·
n∑
i=0

aix
i :=

n∑
i=0

kaix
i

ist ein K-Vektorraum.

Es sei K[x]n ⊂ K[x] die Menge der Polynome, deren Grad durch ein n ∈ N
nach oben beschränkt ist, d. h. ein beliebiges Element a ∈ K[x]n ist der Gestalt
a = ∑n

i=0 aix
i (also, ak = 0 für alle k > n). Dann ist K[x]n, mit Addition und

Skalarmultiplikation definiert wie in K[x], ein K-Vektorraum.

Vorlesung 11 - 24.11.2016

Definition 3.2.2
Es sei V ein K-Vektorraum und U ⊂ V eine nichtleere Teilmenge. Dann sagen wir,
dass U ein Untervektorraum (oder Unterraum) von V ist, falls

1. Für alle v, w ∈ U ist v + w in U (U ist abgeschlossen bezüglich Addition).

2. Für alle k ∈ K und v ∈ U ist kv in U (U ist abgeschlossen bezüglich Skalar-
multiplikation).

Die obigen Bedingungen sagen uns, dass wir die Addition + und Skalarmulti-
plikation ·, die auf V definiert sind, auf U definieren können.

Lemma 3.2.2
Ein Untervektorraum U eines K-Vektorraums (V,+, ·), mit Operationen + und ·,
ist selbst ein K-Vektorraum (U,+, ·).
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Beweis. Zuerst beweisen wir, dass (U,+) eine abelsche Gruppe ist. Die Addition +
ist assoziativ und kommutativ, weil sie assoziativ und kommutativ auf V ist.

Das neutrale Element 0 ∈ V ist ein Element von U . In der Tat, nach Voraus-
setzung (Eigenschaft 2. in Definition 3.2.2) haben wir, dass 0 v ∈ U für alle v ∈ U ,
und nach Lemma 3.2.1, 0 v = 0.

Falls v ∈ U , dann ist auch −v ein Element von U . In der Tat, nach Lemma
3.2.1, haben wir, dass −v = (−1)v, und (−1)v in U sein muss (Eigenschaft 2. in
Definition 3.2.2).

Eigenschaften 2., 3., 4., und 5. der Definition 3.2.1 sind erfüllt, weil sie für den
Vektorraum (V,+, ·) erfüllt sind.

Beispiel 3.2.2 • Es sei Ui die Teilmenge von Kn gegeben durch

Ui := {(k1, . . . , kn) ∈ Kn | ki = 0} , für ein 1 ≤ i ≤ n.

Also ist Ui ein Untervektorraum von Kn.

• Es sei Uhk die Teilmenge aller Matrizen vonMn(K) = {(aij)1≤i,j≤n}mit ahk = 0
für ein 1 ≤ h ≤ n und ein 1 ≤ k ≤ n. Man kann nachprüfen, dass Uhk ein
Untervektorraum von Mn(K) ist.

• Es sei y ∈ I und A(I, V )y die Teilmenge aller Abbildungen in A(I, V ), sodass
f(y) = 0. Dann kann man beweisen, dass A(I, V )y ein Untervektorraum von
A(I, V ) ist.

• Es sei Sn die Teilmenge aller n×n-symmetrischen Matrizen mit Koeffizienten
in K, d.h. Sn = {A ∈ Mn(K) | A = AT}. Dann Sn ein Untervektorraum
von Mn(K) ist. In der Tat haben wir, dass gegeben A,B ∈ Sn, dann gilt
(A+B)T = AT +BT = A+B, und gegeben k ∈ K, (kA)T = kAT = kA.

• Es seiK[x]n die Teilmenge aller Polynome in K[x], deren Grad höchstens n ∈ N
ist. Dann ist K[x]n ein Untervektorraum von K[x].

3.2.1 Linearkombinationen und lineare (Un)abhängigkeit
Künftig bezeichnen wir einen K-Vektorraum (V,+, ·) nur V , wenn die Addition

+ und Skalarmultiplikation · in V klar sind.

Definition 3.2.3 • Es sei V ein Vektorraum über K. Dann nennen wir jeden
Vektor v ∈ V der Gestalt

v = k1v1 + · · ·+ knvn, wobei k1, . . . , kn ∈ K und v1, . . . , vn ∈ V,

eine Linearkombination von v1, . . . , vn mit Koeffizienten k1, . . . , kn.
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• Wir bezeichnen die Menge aller Linearkombinationen von v1, . . . , vn mit
spanK{v1, . . . , vn}, also

spanK{v1, . . . , vn} := {k1v1 + · · ·+ knvn | k1, . . . , kn ∈ K} ,

und wir sagen, dass spanK{v1, . . . , vn} der lineare Spann von v1, . . . , vn ist.

Lemma 3.2.3
Es seien v1, . . . , vn Vektoren eines Vektorraumes V über K. Dann ist U := spanK{v1, . . . , vn}
ein Untervektorraum von V .

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass U eine nichtleere Menge ist. Um zu beweisen,
dass U ein Untervektorraum von V ist, sollen wir beweisen, dass U abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. Es seien v = k1v1 + · · · + knvn, mit
k1, . . . , kn ∈ K, und w = l1v1 + · · · lnvn, mit l1, . . . , ln ∈ K, also v, w ∈ U . Weil
(V,+) eine abelsche Gruppe ist, erhalten wir, dass

v + w = k1v1 + · · ·+ knvn + l1v1 + · · · lnvn = k1v1 + l1v1 + · · ·+ knvn + lnvn =
= (k1 + l1)v1 + · · ·+ (kn + ln)vn ∈ U ,

(3.2.4)
wobei die letzte Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 3. der Definition 3.2.1 ist.
Außerdem haben wir, dass

kv = k(k1v1 + · · · knvn) = (kk1)v1 + · · ·+ (kkn)vn ∈ U ,

wobei die zweite Gleichung eine Folgerung von Eigenschaft 4. der Definition 3.2.1
ist.

Definition 3.2.4
Es sei V ein K-Vektorraum und v1, . . . , vn Vektoren in V . Dann sagen wir, dass die
Teilmenge {v1, . . . , vn} ein endliches Erzeugendensystem von V ist, falls

spanK{v1, . . . , vn} = V .

Also, für jeden Vektor v ∈ V , existieren k1, . . . , kn ∈ K, sodass v als Linear-
kombination von v1, . . . , vn mit Koeffizienten k1, . . . , kn geschrieben werden kann,
d.h.

v = k1v1 + · · ·+ knvn .

Beispiel 3.2.3
Es sei V = Kn, dann ist ein Erzeugendensystem gegeben durch

{e1 := (1, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en := (0, 0, . . . , 0, 1)}.

In der Tat sei v = (k1, . . . , kn) ∈ Kn, dann v = k1e1 + k2e2 + · · ·+ knen.
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Bemerkung 3.2.2 • Nicht jeder Vektorraum V besitzt ein endliches Erzeugen-
densystem. Zum Beispiel, es sei V = K[x]. Nehmen wir an, dass K[x] ein
endliches Erzeugendensystem {p1, . . . , pn} hätte. Wir sollen einen Wider-
spruch erhalten. Es sei m das Maximum des Grads der Polynome p1, . . . , pn.
Bemerken wir, dass

Grad(k1p1 + k2p2 + · · · knpn) ≤ max{Grad(p1),Grad(p2), . . . ,Grad(pn)} = m.

Also kann der Polynom xm+1 als Linearkombination von p1, . . . , pn nicht geschrieben
werden.

• Der UntervektorraumK[x]n besitzt ein endliches Erzeugendensystem (Übung).

Definition 3.2.5
Es sei V ein K-Vektorraum. Die Vektoren v1, . . . , vn sind linear unabhängig, wenn
die Gleichung

k1v1 + · · ·+ knvn = 0

nur die triviale Lösung k1 = k2 = . . . = kn = 0 ∈ K hat.
Falls es auch nicht nur triviale Lösungen gibt, nennt man die Vektoren v1, . . . , vn

linear abhängig.

Beispiel 3.2.4 • Der Null-Vektor 0 ∈ V ist linear abhängig. In der Tat, nach
Lemma 3.2.1, haben wir, dass

k 0 = 0 für alle k ∈ K.

• Die Vektoren e1, . . . , en ∈ Kn in Beispiel 3.2.3 sind linear unabhängig. In der
Tat

k1e1 + · · ·+ knen = (k1, . . . , kn) = 0 = (0, . . . , 0)
genau dann, wenn k1 = · · · = kn = 0.

• Es seien v1 = (1, 1, 2), v2 = (3, 3, 2), v3 = (0, 0, 4) und v4 = (1, 2, 1) Vektoren
in R3. Es gilt −3v1 +v2 +v3 = (0, 0, 0) = 0, also sind v1, v2, v3 linear abhängig.
Prüfen Sie nach, dass v1, v2 und v4 linear unabhängig sind (Sie sollten ein
lineares Gleichungssystem lösen!).

3.2.2 Basis eines Vektorraums
Definition 3.2.6
Es sei V ein K-Vektorraum. Eine (endliche) Basis von V ist ein endliches Erzeu-
gendensystem {v1, . . . , vn} ⊂ V so dass v1, . . . , vn linear unabhängig sind.

Beispiel 3.2.5 • Die Menge {e1, . . . , en} ist eine Basis von Kn.
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• Die Menge der Vektoren v1 = (1, 0), v2 = (0, 1) und v3 = (1, 1) ist ein Erzeu-
gendensystem von R2 (warum?), aber sie sind keine Basis, weil

v1 + v2 − v3 = 0 ,

also v1, v2, v3 linear abhängig sind.

• Die Vektoren v1 = (1, 0, 0) und v2 = (0, 1, 0) sind keine Basis von R3, weil
(0, 0, 1) /∈ spanR{v1, v2}.

Bemerkung 3.2.3
Die Teilmenge U = {0} eines Vektorraums V mit Null-Vektor 0 ist selbst ein Vek-
torraum, weil U ein Untervektorraum von V ist. Bemerken Sie, dass U keine Basis
besitzt, weil 0 linear abhängig ist.

Wegen Bemerkung 3.2.3 nehmen wir künftig an, dass V 6= {0}, sofern nicht
anders angegeben.

Fragen und Vertiefungen 3.2.1
Es sei L0 := {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0}. Ist L0 ein Untervektorraum von
R3? Wenn Ja, ist (1,−1, 0), (1, 0,−1) eine Basis von L0?

Lemma 3.2.4
Es sei v1, . . . , vn eine Basis eines Vektorraums V über K und v ∈ V . Dann gibt es
eindeutige Skalare k1, . . . , kn ∈ K, sodass v = k1v1 + · · ·+ knvn.

Die Skalare k1, . . . , kn heißen Koeffizienten von v bezüglich der Basis v1, . . . , vn.

Beweis. Da v1, . . . , vn den Vektorraum erzeugen, existieren k1, . . . , kn ∈ K, sodass
v = k1v1 + · · · + knvn. Um zu beweisen, dass k1, . . . , kn eindeutig bestimmt sind,
seien l1, . . . , ln ∈ K, sodass v = l1v1 + · · ·+ lnvn. Wie müssen beweisen, dass ki = li
für alle i = 1, . . . , n. Nach

k1v1 + · · ·+ knvn = l1v1 + · · ·+ lnvn

erhalten wir, dass
(k1 − l1)v1 + · · ·+ (kn − ln)vn = 0 .

Da v1, . . . , vn linear unabhängig sind, haben wir, dass ki− li = 0 für alle i = 1, . . . , n,
und die Behauptung folgt.

Satz 3.2.5
Es sei V 6= {0} ein K-Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt.
Dann besitzt V eine Basis.
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Beweis. Es sei {v1, . . . , vn} ein (endliches) Erzeugendensystem. Wenn v1, . . . , vn
linear unabhängig sind, dann ist v1, . . . , vn eine Basis von V . Andernfalls, gibt es
(k1, . . . , kn) 6= 0 ∈ Kn, sodass

k1v1 + · · ·+ knvn = 0.

Weil (k1, . . . , kn) 6= 0 ist, gibt es ein j ∈ {1, . . . , n}, sodass kj 6= 0. Nach der
Gleichung oben folgt, dass

vj = −k−1
j (k1v1 + · · ·+ kj−1vj−1 + kj+1vj+1 + · · ·+ knvn) .

Also, vj ∈ spanK{v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn} und wir erhalten, dass

spanK{v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn} = spanK{v1, . . . , vj−1, vj, vj+1, . . . , vn} = V .

Wenn die Vektoren v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn linear unabhängig sind, dann ist eine
Basis von V genau gegeben durch v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn. Wenn v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn
linear abhängig sind, dann können wir den obigen Schritt wiederholen, und nach
endlichen vielen Schritten finden wir eine Basis.

Vorlesung 12 - 28.11.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.2
Die folgenden Behauptungen sind leicht zu beweisen, und der Beweis ist eine Übung:

1. Der Null-Vektor 0 ist der einzige Vektor, der linear abhängig ist.

2. Es seien v1, . . . , vn linear unabhängige Vektoren. Dann ist vi 6= 0 für alle
1 ≤ i ≤ n.

3. Es sei {w1, . . . , wk} ⊆ spanK{v1, . . . , vn}. Dann ist spanK{w1, . . . , wk} ⊆
spanK{v1, . . . , vn}.

4. Die folgenden Bedingungen sind äquivalent:
“v1, . . . , vn sind linear abhängige Vektoren, mit n ≥ 2”, und
“existiert j ∈ {1, . . . , n}, sodass vj ∈ spanK{v1, . . . , vj−1, vj+1, . . . , vn}”.

Proposition 3.2.6
Es seien v1, . . . , vn linear unabhängige Vektoren eines Vektorraums V . Dann sind
die Vektoren v1, . . . , vm linear unabhängig für alle 1 ≤ m ≤ n. Äquivalent gesagt,
wenn v1, . . . , vm linear abhängig sind, dann sind auch v1, . . . , vn linear abhängig.
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Beweis. Wir beweisen die zweite Behauptung. Wenn v1, . . . , vm linear abhängig
sind, dann existieren k1, . . . , km ∈ K sodass

k1v1 + · · ·+ kmvm = 0

wobei nicht alle Koeffizienten ki Null sind. Es folgt, dass

k1v1 + · · ·+ kmvm + 0 vm+1 + · · ·+ 0 vn = k1v1 + · · ·+ kmvm + 0 = 0

wobei nicht alle Koeffizienten der obigen Linearkombination null sind. Es folgt, dass
v1, . . . , vn linear abhängig sind.

Das Ziel der nächsten Sätze ist zu beweisen, dass für jeden Vektorraum das
Konzept von Dimension definiert werden kann. Wir beginnen mit folgenden:

Satz 3.2.7
Es sei v1, . . . , vn ein endliches Erzeugendensystem von einem Vektorraum V und
w1, . . . , wm Vektoren in V . Falls m > n, sind w1, . . . , wm linear abhängig.

Beweis. Es seien w1, . . . , wn die ersten n Vektoren von w1, . . . , wm. Wenn w1, . . . , wn
linear abhängig sind, dann nach Proposition 3.2.6 sind auch w1, . . . , wm linear ab-
hängig und wir können den Beweis schließen. Also nehmen wir an, dass w1, . . . , wn
linear unabhängig sind. Um die Behauptung zu beweisen, genügt es zu beweisen,
dass spanK{w1, . . . , wn} = V . In der Tat, in diesem Fall haben wir

wm = α1w1 + · · ·+ αnwn ,

und die Gleichung α1w1 + · · ·+αnwn+0wn+1 + · · ·+0wm−1−wm = 0 hat eine nicht
triviale Lösung (der Koeffizient von wm ist gleich −1), und w1, . . . , wm sind linear
abhängig. Im Folgenden beweisen wir, dass

spanK{w1, . . . , wn} = V. (3.2.5)

Nach Voraussetzung spanK{v1, . . . , vn} = V , also existieren k1, . . . , kn, sodass

w1 = k1v1 + · · ·+ knvn .

Weil wir angenommen haben, dass w1, . . . , wn linear unabhängig sind, w1 6= 0 (Fra-
gen und Vertiefungen 3.2.2, 2.), können nicht alle Koeffizienten k1, . . . , kn Null sein.
Nehmen wir an, dass k1 6= 0 und erhalten

v1 = k−1
1 (w1 − k2v2 − · · · − knvn).

Deshalb v1 ∈ spanK{w1, v2, . . . , vn}. Weil v2, . . . , vn ∈ spanK{w1, v2, . . . , vn}, erhal-
ten wir, dass spanK{v1, v2, . . . , vn} ⊆ spanK{w1, v2, . . . , vn}. Nach Voraussetzung
spanK{v1, v2, . . . , vn} = V (Fragen und Vertiefungen 3.2.2, 3.), also

spanK{w1, v2, . . . , vn} = V . (3.2.6)
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Jetzt beweisen wir, dass

spanK{w1, . . . , ws, vs+1, . . . , vn} = V für ein 1 ≤ s ≤ n− 1 =⇒
spanK{w1, . . . , ws, ws+1, vs+2, . . . , vn} = V, (3.2.7)

und die Behauptung (3.2.5) folgt nach Induktion; (3.2.6) ist genau der Induktions-
anfang und (3.2.7) der Induktionsschritt.

Angenommen, dass spanK{w1, . . . , ws, vs+1, . . . , vn} = V für ein 1 ≤ s ≤ n−1,
existieren h1, . . . , hs, hs+1, . . . , hn sodass

ws+1 = h1w1 + · · ·+ hsws + hs+1vs+1 + hs+2vs+2 + · · ·+ hnvn .

Weil w1, . . . , wn nach Voraussetzung linear unabhängig sind, müssen, nach Propo-
sition 3.2.6, die Vektoren w1, . . . , ws, ws+1 linear unabhängig sein. Also muss einer
der Koeffizienten hs+1, hs+2, . . . , hn ungleich Null sein (sonst hätten wir
1 · ws+1 − (h1w1 + · · · + hsws) = 0). Wir können annehmen, dass hs+1 6= 0, und
erhalten, dass

vs+1 = h−1
s+1(ws+1 − h1w1 − · · · − hsws − hs+2vs+2 − · · · − hnvn) .

Deshalb erhalten wir, dass vs+1 ∈ spanK{w1, . . . , ws, ws+1, vs+2, . . . , vn}. Da jeder
Vektor in {w1, . . . , ws, vs+1, . . . , vn} ein Element in spanK{w1, . . . , ws, ws+1, vs+2, . . . , vn}
ist, erhalten wir, dass

V = spanK{w1, . . . , ws, vs+1, . . . , vn} ⊆ spanK{w1, . . . , ws, ws+1, vs+2, . . . , vn}

und (3.2.7) folgt.

Als Folgerung erhalten wir:

Korollar 3.2.8
Es seien {v1, . . . , vn} und {w1, . . . , wm} zwei Basen eines Vektorraums V . Dann
n = m.

Beweis. Weil {v1, . . . , vn} eine Basis ist, erzeugen die Vektoren v1, . . . , vn den Vek-
torraum V . Weil {w1, . . . , wm} eine Basis ist, sind die Vektoren w1, . . . , wm linear
unabhängig. Also impliziert Satz 3.2.7, dass m ≤ n. Mit derselben Methode können
wir beweisen, dass n ≤ m, und die Behauptung folgt.

Vorlesung 13 - 01.12.2016

Dieses Korollar erlaubt uns, folgende Definition zu geben:
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Definition 3.2.7 • Es sei V ein Vektorraum, der eine endliche Basis {v1, . . . , vn}
besitzt. Dann nennen wir n die Dimension von V und bezeichnen sie mit
dimK(V ).

• Es sei V = {0}, dann setzen wir dimK(V ) = 0.

• Falls V 6= {0} keine endliche Basis besitzt, setzen wir dimK(V ) =∞.

Beispiel 3.2.6 • Es sei Kn = {(k1, . . . , kn) | ki ∈ K} und e1, . . . , en wie in
Beispiel 3.2.3. Weil {e1, . . . , en} eine Basis von Kn ist, erhalten wir, dass
dimK(Kn) = n. Bemerken Sie, dass

(k1, . . . , kn) = k1e1 + · · ·+ knen .

Deshalb sind die Koeffizienten des Vektors (k1, . . . , kn) bezüglich der Basis
{e1, . . . , en} genau die Komponenten k1, . . . , kn. Wir nennen die Basis {e1, . . . , en}
die kanonische Basis von Kn.

• Der K-Vektorraum aller Matrizen Mm,n(K) hat Dimension m · n. In der Tat
ist eine Basis gegeben durch die Matrizen {∆ij}1≤i≤m

1≤j≤n
, wobei der Koeffizient

ahk von ∆ij ist gleich 1 falls h = i und k = j, und Null falls h 6= i oder k 6= j,
und

Mm,n(K) 3 A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

=
∑

1≤i≤m
1≤j≤n

aij∆ij .

• Der VektorraumK[x] besitzt keine endliche Basis (Sehen Sie Bemerkung 3.2.2),
also dimK(K[x]) = ∞. Der (Unter)Vektorraum K[x]n der Polynome, deren
Grad höchstens n ∈ N ist, hat Dimension n (Übung).

Proposition 3.2.9
Es sei V ein Vektorraum, mit dimK(V ) = n. Wenn v1, . . . , vn ∈ V linear unabhängig
sind, dann ist {v1, . . . , vn} eine Basis von V .

Beweis. Wir sollen nur beweisen, dass spanK{v1, . . . , vn} = V . Es sei v ∈ V ein
beliebiger Vektor. Nach dem Satz 3.2.7 und nach dimK(V ) = n haben wir, dass
v1, . . . , vn, v linear abhängig sind. Also existieren k1, . . . , kn, k ∈ K, nicht alle Null,
sodass

k1v1 + · · ·+ knvn + kv = 0 .

Weil nach Voraussetzung v1, . . . , vn linear unabhängig sind, muss der Koeffizient k
nicht Null sein, also

v = k−1(−k1v1 − · · · − knvn) ∈ spanK{v1, . . . , vn} .

Weil v beliebig ist, erhalten wir, dass spanK{v1, . . . , vn} = V .
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Proposition 3.2.10 (Basisergänzung)
Es sei V ein Vektorraum, mit dimK(V ) = n. Wenn v1, . . . , vk ∈ V linear unabhängig
sind, dann existieren vk+1, . . . , vn ∈ V , sodass {v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn} eine Basis
ist.

Beweis. Nach dem Satz 3.2.7 und nach der Voraussetzung dimK(V ) = n haben wir,
dass k ≤ n. Wenn k = n, folgt die Behauptung nach Proposition 3.2.9.

Nehmen wir an, dass k < n. Bemerken wir, dass {v1, . . . , vk} kein Erzeugen-
densystem sein kann, sonst würden wir eine Basis mit k < n Elementen erhalten
und das ist ein Widerspruch (Sehen Sie Korollar 3.2.8). Deshalb können wir einen
Vektor vk+1 ∈ V finden, der nicht in spanK{v1, . . . , vk} ist. Wir wollen beweisen,
dass v1, . . . , vk, vk+1 linear unabhängig sind. Nehmen wir

h1v1 + · · ·+ hkvk + hk+1vk+1 = 0 .

Bemerken wir, dass hk+1 = 0. In der Tat, falls hk+1 6= 0, dann könnten wir vk+1 als
Linearkombination von v1, . . . , vk schreiben:

vk+1 = h−1
k+1(−h1v1 − · · · − hkvk)

und würden einen Widerspruch erhalten, weil vk+1 /∈ spanK{v1, . . . , vk}. Weil hk+1 =
0, müssen wir h1 = . . . = hk = 0 haben, weil v1, . . . , vk linear unabhängig sind. Also
haben wir bewiesen, dass v1, . . . , vk, vk+1 linear unabhängig sind. Falls k + 1 = n,
nach Proposition 3.2.9 haben wir, dass {v1, . . . , vk, vk+1} eine Basis von V ist. Falls
k + 1 < n können wir den obigen Schritt wiederholen und einen Vektor vk+2 /∈
spanK{v1, . . . , vk+1} finden, sodass v1, . . . , vk+1, vk+2 linear unabhängig sind. Falls
k + 2 = n, Proposition 3.2.9 impliziert, dass {v1, . . . , vk+2} eine Basis von V ist.
Andernfalls wiederholen wir den obigen Schritt (n − k)-Male, und finden n linear
unabhängige Vektoren v1, . . . , vn die, nach Proposition 3.2.9, eine Basis sind.

3.2.3 Untervektorräume und Basen
Eine weitere Folgerung von Satz 3.2.7 ist

Korollar 3.2.11
Es sei V ein K-Vektorraum, mit dimK(V ) = n. Dann dimK(U) ≤ n, für jeden
Untervektorraum U ⊆ V .

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass dimK(U) < ∞, und es sei {u1, . . . , um} eine
Basis von U . Weil V ein Erzeugendensystem mit n Elementen besitzt und weil
u1, . . . , um linear unabhängig sind, impliziert Satz 3.2.7, dass m = dimK(U) ≤ n.
Was wir noch beweisen sollten ist, dass dimK(U) <∞. Wenn nicht, seien u1, . . . , um
linear unabhängige Vektoren. Unsere Voraussetzung (dimK(U) = ∞) impliziert,
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dass spanK{u1, . . . , um} 6= U . Also können wir einen Vektor um+1 ∈ U finden,
sodass um+1 /∈ spanK{u1, . . . , um} und sodass u1, . . . , um, um+1 linear unabhängig
sind (Sehen Sie den Beweis der Proposition 3.2.10). Durch Wiederholung dieses
Verfahrens könnten wir N linear unabhängige Vektoren in U ⊂ V finden, für alle
N ∈ N, und Satz 3.2.7 sagt uns, dass das ein Widerspruch ist.

Es seien U und W zwei Untervektorräume eines Vektorraums V . Nach der
Definition folgt, dass der Schnitt U∩W auch ein Vektorraum ist (Sehen Sie Definition
3.2.2). Bemerken Sie, dass der Schnitt immer eine nicht-leere Menge ist (weil 0 ∈
U ∩ V ). In Allgemeinen, gegeben sei eine Familie {Ui}i∈I von Untervektorräumen
von V , der Schnitt ∩i∈IUi ist immer eine nicht-leere Menge und ein Untervektorraum
von V .

Die Vereinigung U ∪W von zwei (oder mehreren) Untervektorräumen U und
W ist nicht immer ein Untervektorraum. In der Tat, wenn u ∈ U und w ∈ W , ist
die Summe u+w nicht unbedingt in U ∪W . Zum Beispiel, es seien u 6= 0 und w 6= 0
Vektoren in R3, mit w 6= λu für alle λ ∈ R (also, u und w sind nicht proportional).
Definieren wir U := spanR{u} = {k u | k ∈ R}; also ist U der Untervektorraum
aller Vektoren proportional zu u. Ähnlich sei W := spanR{w} = {k w | k ∈ R}, der
Vektorraum aller Vektoren proportional zu w. Weil u nicht proportional zu w ist
folgt, dass u+w nicht proportional ist, weder zu u noch zu w, also u+w /∈ U ∪W .

Vorlesung 14 - 05.12.2016

Fragen und Vertiefungen 3.2.3
Es seien U und W zwei Untervektorräume eines Vektorraums V . Welche Bedingun-
gen über U und W implizieren, dass U ∪W ein Untervektorraum ist?

Gegeben zwei Untervektorräume U und W , definieren wir

U +W := {u+ w | u ∈ U und w ∈ W} .

Bemerken Sie, dass für alle u1, u2 ∈ U , w1, w2 ∈ W und k ∈ K wir haben

(u1 + w1) + (u2 + w2) = (u1 + u2) + (w1 + w2) ∈ U +W

k(u1 + w1) = ku1 + kw1 ∈ U +W ,

also ist U+W ein Untervektorraum. Wir nennen U+W die Summe zweier Untervek-
torräume U undW . Bemerken Sie, dass U∪W ⊆ U+W , weil U 3 u = u+0 ∈ U+W
und W 3 w = 0 + w ∈ U +W .

Falls U ∩W = {0}, nennen wir U +W die direkte Summe von U und W und
wir bezeichnen diese Summe mit U ⊕W . Wir haben das folgende:
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Lemma 3.2.12
Zu jedem v ∈ U ⊕W , gibt es eindeutig bestimmte Vektoren u ∈ U und w ∈ W mit
v = u+ w.

Beweis. Es seien u1, u2 ∈ U und w1, w2 ∈ W , sodass v = u1 + w1 = u2 + w2. Also
u1 − u2 = w2 − w1 ∈ U ∩W . Weil dieser Schnitt gleich 0 ist, erhalten wir, dass
u1 = u2 und w1 = w2.

Es seien U und W zwei K-Vektorräume. Das kartesische Produkt

U ×W := {(u,w) | u ∈ U und w ∈ W}

von U undW ist ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation definiert
wie folgt:

(u1, w1) + (u2 + w2) := (u1 + u2, w1 + w2)
k(u1, w1) := (ku1, kw1) (3.2.8)

für alle (u1, w1), (u2, w2) ∈ U×W und k ∈ K. Der Nullvektor ist natürlich (0U ,0W ),
wobei 0U der Nullvektor in U und 0W der Nullvektor in W ist.

Es seien U ′ := {(u,0W ) | u ∈ U} ⊆ U × W und W ′ := {(0U , w) | w ∈
W} ⊆ U × W . Weil jedes (u,w) ∈ U × W gleich (u,0W ) + (0U , w) ist und weil
U ′ ∩W ′ = {(0U ,0W )} erhalten wir, dass

U ×W = U ′ ⊕W ′ .

Satz 3.2.13
Es seien U und W zwei Untervektorräume eines Vektorraums V , mit dimK(U) <∞
und dimK(W ) <∞. Dann haben die Untervektorräume U ∩W und U +W endliche
Dimensionen, und die folgende Formel gilt:

dimK(U) + dimK(W ) = dimK(U +W ) + dimK(U ∩W ) . (3.2.9)

Falls U +W die direkte Summe von U und W ist, gilt

dimK(U) + dimK(W ) = dimK(U +W ). (3.2.10)

Formel (3.2.9) heißt die Grassmann Formel.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Dimension von U∩W endlich ist, weil U∩W
ein Untervektorraum von U ist, und die Behauptung folgt nach der Voraussetzung
dimK(U) < ∞ und Korollar 3.2.11. Es sei m := dimK(U ∩W ). Wir haben zwei
Fälle: m = 0 und m ≥ 1. Der erste Fall ist eine Übung. Wir beweisen den zweiten
Fall m ≥ 1.

Es sei {b1, . . . , bm} eine Basis von U ∩W . Nach Proposition 3.2.10 existieren
u1, . . . , us ∈ U und w1, . . . , wt ∈ W , sodass {b1, . . . , bm, u1, . . . , us} eine Basis von U
und {b1, . . . , bm, w1, . . . , wt} eine Basis von W ist. Wir bemerken, dass

dimK(U) + dimK(W )− dimK(U ∩W ) = m+ s+ t .
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Also, um (3.2.9) zu beweisen, genügt es zu beweisen, dass {b1, . . . , bm, u1, . . . , us, w1, . . . , wt}
eine Basis von U +W ist. Insbesondere erhalten wir, dass dimK(U +W ) <∞.

Es sei u+ w ∈ U +W . Dann existieren Koeffizienten
α1, . . . , αm, β1, . . . , βs, α

′
1, . . . , α

′
m, γ1, . . . , γt ∈ K, sodass

u = α1b1 + · · ·+ αmbm + β1u1 + · · ·+ βsus und
w = α′1b1 + · · ·+ α′mbm + γ1w1 + · · ·+ γtwt, also
u+ w = (α1 + α′1)b1 + · · ·+ (αm + α′m)bm + β1u1 + · · ·+ βsus+

γ1w1 + · · ·+ γtwt .

Wir können schließen, dass spanK{b1, . . . , bm, u1, . . . , us, w1, . . . , wt} = U +W . Was
wir noch beweisen sollen ist, dass die Vektoren b1, . . . , bm, u1, . . . , us, w1, . . . , wt linear
unabhängig sind.

Nehmen wir die Linearkombination

α1b1 + · · ·+ αmbm + β1u1 + · · ·+ βsus + γ1w1 + · · ·+ γtwt = 0 , (3.2.11)

also
∈W︷ ︸︸ ︷

γ1w1 + · · ·+ γtwt = −

 ∈U∩W︷ ︸︸ ︷
α1b1 + · · ·+ αmbm +

∈U︷ ︸︸ ︷
β1u1 + · · ·+ βsus


und die zweite Seite muss in U ∩W sein. Weil {b1, . . . , bm} eine Basis von U ∩W
ist, existieren δ1, . . . , δm ∈ K, sodass

α1b1 + · · ·+ αmbm + β1u1 + · · ·+ βsus = δ1b1 + · · ·+ δmbm

also
(α1 − δ1)b1 + · · ·+ (αm − δm)bm + β1u1 + · · ·+ βsus = 0 .

Weil {b1, . . . , bm, u1, . . . , us} eine Basis von U ist, erhalten wir, dass αi = δi für alle
i = 1, . . . ,m und β1 = . . . = βs = 0. Nach (3.2.11) haben wir, dass

α1b1 + · · ·+ αmbm + γ1w1 + · · ·+ γtwt = 0 .

Weil {b1, . . . , bm, w1, . . . , wt} eine Basis von W ist, erhalten wir, dass αi = 0 für
alle i = 1, . . . ,m und γj = 0 für alle j = 1, . . . , t. Also können wir schließen, dass
alle Koeffizienten in (3.2.11) Null sind, deshalb ist {b1, . . . , bm, u1, . . . , us, w1, . . . , wt}
eine Basis von U +W .

Beispiel 3.2.7
Es sei V = R3, und U = {(x, y, z) ∈ R3 | y = 0} und W = {(x, y, z) ∈ R3) | z = 0}.
Weil jede (x, y, z) gleich (x, 0, z) + (0, y, 0) ist, erhalten wir, dass U + W = R3.
Man kann nachprüfen, dass dimR(U) = dimR(W ) = 2 und dimR(U ∩W ) = 1, weil
U ∩W = {(x, 0, 0) | x ∈ R}. Also ist R3 keine direkte Summe von U und W , und
(3.2.9) gilt.
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4.1 Rang
Wir beginnen dieses Kapitel mit einer wichtigen

Bemerkung 4.1.1
Es sei A ∈Mm,n(K) eine Matrix, x = (x1 x2 . . . xn) Unbekannten und

AxT = 0 (4.1.1)

das dazugehörige homogene lineare Gleichungssystem. Sie haben schon bemerkt,
dass die Menge Σ0 der Lösungen des Systems ein Untervektorraum von Kn ist (Sehen
Sie Aufgabe 3.6, wobei Σ0 = ker(A), und man kann annehmen, dass wir einen
allgemeinen Körper K haben). Was wir bemerken möchten ist, dass die Existenz
einer nicht trivialen Lösung des Systems abhängt von der linearen Abhängigkeit der
Spalten von A.

Es sei

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn


und S1 = (a11 a21 · · · am1), S2 = (a12 a22 · · · am2), . . . , Sn = (a1n a2n · · · amn) die
Spalten von A, betrachtet als Vektoren in Km. Wir bemerken, dass (k1, . . . , kn) ∈ Kn

eine Lösung von AxT = 0 ist genau dann, wenn

k1S1 + k2S2 + · · ·+ knSn = 0 ∈ Km .

Wir können schließen, dass

(i) Das System AxT = 0 eine nicht triviale Lösung hat genau dann, wenn die
Spalten von A (betrachtet als Vektoren in Km) linear abhängig sind.

(ii) Im Allgemeinen sagt uns die Menge der Lösungen des Systems 4.1.1, welche
Spalten als Linearkombinationen der anderen Spalten geschrieben werden kön-
nen.

(iii) Also hängt die Dimension von spanK{S1, . . . , Sn} nur von den Lösungen des
Systems AxT = 0 ab.

Vorlesung 15 - 08.12.2016

Nachstehend möchten wir folgende Frage beantworten: “Wie viele” Lösungen
hat AxT = 0 ?
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Um die obige Frage zu präzisieren, brauchen wir das Konzept vom Rang einer
Matrix.
Definition 4.1.1
Es sei A eine Matrix in Mm,n(K).
Es seien Z1 = (a11 a12 · · · a1n), Z2 = (a21 a22 · · · a2n), . . . , Zm = (am1 a12 · · · amn)
ihre Zeilen, betrachtet als Vektoren in Kn, und S1 = (a11 a21 · · · am1),
S2 = (a12 a22 · · · am2), . . . , Sn = (a1n a2n · · · amn) ihre Spalten, betrachtet als
Vektoren in Km.

• Der Zeilenrang von A, bezeichnet mit z(A), ist definiert als die Dimension von
spanK{Z1, Z2, . . . , Zm}.

• Der Spaltenrang von A, bezeichnet mit s(A), ist definiert als die Dimension
von spanK{S1, S2, . . . , Sn}.

Beispiel 4.1.1
Es sei

A =
(

1 2 2
2 4 4

)
.

Da Z2 = 2Z1 und Z1 6= 0, erhalten wir, dass der Zeilenrang gleich 1 ist. Da
S2 = S3 = 2S1 und S1 6= 0 erhalten wir, dass der Spaltenrang gleich 1 ist. Also ist
der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang. Im folgenden Satz beweisen wir, dass das
immer so ist.
Satz 4.1.1
Für jede Matrix A ∈Mm,n(K), ist der Zeilenrang gleich dem Spaltenrang.
Beweis. Zuerst bemerken wir, dass z(A) = 0 genau dann, wenn A die Nullmatrix
ist, und A = 0 genau dann, wenn s(A) = 0. Wir können nun annehmen, dass
z(A) > 0. Wie wir schon in Bemerkung 4.1.1 gesagt haben, hängt der Spaltenrang
von A nur von der Menge der Lösungen des Systems (4.1.1) ab. Deshalb ändert
sich s(A) nicht, wenn wir zwei Zeilen des Systems (4.1.1) vertauschen (Proposition
1.3.1). Jetzt möchten wir folgendes benutzen:
Bemerkung 4.1.2
Es sei dimK(spanK{v1, . . . , vm}) = r. Dann r ≤ m und es existieren r linear unab-
hängige Vektoren vi1 , . . . , vir ∈ {v1, . . . , vm}, sodass spanK{v1, . . . , vm} = spanK{vi1 , . . . , vir}
(Übung).

Nach dieser Bemerkung wissen wir, dass es z(A) Zeilen von A gibt, sodass
ihr Span genau spanK{Z1, . . . , Zm} ist. Nehmen wir an, dass genau die erste z(A)
Zeilen von A erfüllen spanK{Z1, . . . , Zz(A)} = spanK{Z1, . . . , Zm} und definieren wir

Ã =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...

az(A)1 az(A)2 · · · az(A)n

 .
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Bemerken wir, dass z(A) = z(Ã). Wir möchten beweisen, dass s(A) = s(Ã).
Weil Zi ∈ spanK{Z1, . . . , Zz(A)} für alle i = z(A), . . . ,m, existieren Koeffizienten
α1, . . . , αz(A), sodass Zi = α1Z1 + · · · + αz(A)Zz(A). Es folgt, dass die Menge der
Lösungen des Systems ÃxT = 0 enthalten sind in der Menge der Lösungen des Sys-
tems (4.1.1). In der Tat, es sei k = (k1, . . . , kn) eine Lösung des Systems ÃxT = 0,
dann für alle i = z(A), . . . ,m

Zi · kT = (α1Z1 + · · ·+ αz(A)Zz(A)) · kT = α1

=0︷ ︸︸ ︷
Z1 · kT + · · ·+ αz(A)

=0︷ ︸︸ ︷
Zz(A) · kT = 0.

Umgekehrt ist es leicht zu sehen, dass jede Lösung von (4.1.1) eine Lösung des
Systems ÃxT = 0 ist. Nach Bemerkung 4.1.1 können wir schließen, dass s(A) =
s(Ã).

Jetzt bemerken wir, dass die Spalten von Ã Vektoren in Kz(A) sind. Weil
dimK(Kz(A)) = z(A), erhalten wir, dass s(A) = s(Ã) ≤ z(A).

Durch Wiederholung der obigen Argumentation mit AT anstelle von A, erhal-
ten wir, dass z(A) = s(AT ) ≤ z(AT ) = s(A), und die Behauptung folgt.

Der obige Satz erlaubt uns, folgende Definition zu geben:

Definition 4.1.2
Es sei A eine Matrix in Mm,n(K). Ihr Rang, bezeichnet mit r(A), ist definiert als
ihr Zeilenrang (oder, nach Satz 4.1.1, als ihr Spaltenrang).

Beispiel 4.1.2
Was ist der Rang von In ∈ GLn(K)? Wir bemerken, dass die Zeilen (und Spalten)
von In die kanonische Basis von Kn geben, also r(In) = n.

Bemerkung 4.1.3
Es sei A ∈ Mm,n(K). Weil die Zeilen Vektoren in Kn und die Spalten Vektoren in
Km sind, nach Satz 4.1.1 erhalten wir, dass

r(A) ≤ min{n,m} .

Die folgende Proposition ist leicht zu beweisen und ihr Beweis ist eine Übung.

Proposition 4.1.2
Es sei A eine Matrix in Mm,n(K), und A′ eine Matrix in Mm,n(K), die von A
erhalten werden kann durch folgende “elementare Operationen”:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen (bzw. Spalten);

(2) Multiplikation einer Zeile (bzw. einer Spalte) mit einem Faktor der ungleich
Null ist;

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile (bzw. einer Spalte) von einer anderen.
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(Sehen Sie Definition 1.3.2). Dann gilt

r(A) = r(A′) .

Bemerkung 4.1.4
Bemerken Sie, dass die obige Proposition wie folgt formuliert werden kann:

Es sei A ∈ Mm,n(K) eine Matrix und E ∈ Mm(K) eine elementare Matrix.
Dann

r(A) = r(EA) .
Es sei F ∈Mn(K) eine elementare Matrix, dann

r(A) = r(AF ) .

(Vergleichen Sie mit Proposition 2.2.4.)

Proposition 4.1.3 1. Es seien A ∈Mm,n(K) und B ∈Mn,p(K). Dann

r(AB) ≤ min{r(A), r(B)} .

2. Es seien A ∈ GLm(K), B ∈Mm,n(K) und C ∈ GLn(K). Dann

r(AB) = r(B) = r(BC) .

Beweis. 1. Es seien Z1(A), . . . , Zm(A) die Zeilen von A, betrachtet als Zeilen-
vektoren (also Zi ∈ M1,n(K) für alle i) und S1(B), . . . , Sp(B) die Spalten von
B, betrachtet als Spaltenvektoren (also Sh(B) ∈ Mn,1(K) für alle h). Durch
Definition von Matrixmultiplikation, für alle i = 1, . . . ,m ist die i-te Zeile von
AB gegeben durch

Z(AB)i = (Z(A)iS(B)1, Z(A)iS(B)2, . . . , Z(A)iS(B)p) =

= (ai1b11 + ai2b21 + · · ·+ ainbn1, ai1b12 + ai2b22 + · · ·+ ainbn2, . . . ,
ai1b1p + ai2b2p + · · ·+ ainbnp) =

= ai1Z(B)1 + ai2Z(B)2 + · · ·+ ainZ(B)n ,

wobei Z1(B), . . . , Zn(B) die Zeilen von B sind, betrachtet als Zeilenvektoren.
Also ist die i-te Zeile von AB eine Linearkombination von Zeilen von B. Es
folgt, dass

spanK{Z(AB)1, . . . , Z(AB)m} ⊆ spanK{Z(B)1, . . . , Z(B)n},

deshalb r(AB) ≤ r(B). Um zu beweisen, dass r(AB) ≤ r(A), bemerken wir,
dass

r(AB) = r((AB)T ) = r(BTAT ) ≤ r(AT ) = r(A) ,
und erhalten die Behauptung.
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2. Durch die Ungleichung, die wir in 1. bewiesen haben, erhalten wir

r(AB) ≤ r(B) = r((A−1A)B) = r(A−1(AB)) ≤ r(AB),

also r(AB) = r(B). Ähnlich kann man beweisen, dass r(B) = r(BC).

Was folgt ist der wichtigste Satz dieses Abschnitts:

Satz 4.1.4
Es sei A ∈Mn(K). Dann ist A invertierbar genau dann, wenn r(A) = n.

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Durch Proposition 4.1.3 Teil
2., erhalten wir, dass r(A) = r(AA−1) = r(In) = n (Sehen Sie Beispiel 4.1.2).

Jetzt nehmen wir an, dass r(A) = n. Also ist die Menge der Zeilen
{Z(A)1, Z(A)2, . . . , Z(A)n} eine Basis von Kn. Es seien Z(In)i ∈ Kn, für i =
1, . . . , n, die Zeilen der Einheitsmatrix In. Weil {Z(A)1, Z(A)2, . . . , Z(A)n} eine
Basis von Kn ist, existieren Koeffizienten bi1, . . . , bin ∈ K, sodass

Z(In)i = bi1Z(A)1 + bi2Z(A)2 + · · ·+ binZ(A)n .

Es sei B ∈ Mn(K) die Matrix, deren Koeffizienten gegeben sind durch (bij)1≤i,j≤n.
Bemerken wir, dass die obige Gleichung äquivalent ist zu In = BA. Ähnlich kann
man beweisen, dass es C ∈ Mn(K) gibt, sodass In = AC. Also B = B(AC) =
(BA)C = C und B = A−1. Also ist A invertierbar.

Vorlesung 16 - 12.12.2016

4.2 Die Determinante
Wir möchten eine Abbildung

det : Mn(K)→ K

definieren, wobei det(A) die Determinante von A genannt wird. In Satz 4.1.4 haben
wir bewiesen, dass A invertierbar ist genau dann, wenn r(A) = n. Die Determinante
erlaubt uns noch ein Kriterium zu haben, um zu wissen ob A invertierbar ist oder
nicht. Insbesondere, was wir beweisen möchten, ist dass

A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) 6= 0.
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4.2.1 Definition der Determinante
Es sei d : Mn(K)→ K eine Abbildung, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

(D1) d(In) = 1 (Normalisierung);

(D2) Die Abbildung ist linear in jeder Zeile: Es seien Z1, . . . , Zn, Z̃i ∈ Kn n-
dimensionale Zeilenvektoren, dann für alle 1 ≤ i ≤ n und λ ∈ K

d



Z1
...

Zi−1
Zi + λZ̃i
Zi+1
...
Zn


= d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


+ λd



Z1
...

Zi−1
Z̃i
Zi+1
...
Zn


(D3) Wenn A ∈Mn(K) zwei gleiche Zeilen hat, dann gilt d(A) = 0.

Was wir beweisen möchten ist, dass es genau eine Abbildung d mit obigen Eigen-
schaften gibt, und d wird die Determinante genannt und bezeichnet mit “ det′′.

Bemerkung 4.2.1
Nach Eigenschaft (D2) haben wir, dass falls eine Zeile von A gleich Null ist, dann
d(A) = 0. In der Tat, gegeben die Zeilen Z1, . . . , Zi−1,0, Zi+1, . . . , Zn von A, und
gegeben ein beliebiger Zeilenvektor Zi ∈ Kn, dann können wir Zi als Zi + λ0
schreiben, für alle λ ∈ K, und nach (D2) haben wir

d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


= d



Z1
...

Zi−1
Zi + λ0
Zi+1
...
Zn


= d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


+ λd



Z1
...

Zi−1
0

Zi+1
...
Zn


.

Weil wir λ 6= 0 nehmen können, gibt uns die obige Gleichung d(A) = 0.

Zuerst beweisen wir folgendes:

Satz 4.2.1
Es sei d : Mn(K) → K eine Abbildung, die die Eigenschaften (D2) und (D3) er-
füllt, und Eij, Ei(λ), Eij(λ) ∈ GLn(K) die Elementarmatrizen (Sehen Sie Abschnitt
2.2.3). Dann gilt für alle A ∈Mn(K):
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1. d(Eij · A) = −d(A), für alle 1 ≤ i 6= j ≤ n.

2. d(Ei(λ) · A) = λ d(A), für alle λ 6= 0 und 1 ≤ i ≤ n.

3. d(Eij(λ) · A) = d(A), für alle λ ∈ K und 1 ≤ i 6= j ≤ n.

Beweis. Es seien Z1, . . . , Zn die Zeilen von A, und 1 ≤ i < j ≤ n. Nehmen wir die
Matrix

B :=



Z1
...

Zi + Zj
...

Zi + Zj
...
Zn



i-te Zeile

j-te Zeile

Nach Eigenschaft (D3) erhalten wir, dass d(B) = 0, und nach Eigenschaft (D2)
haben wir, dass

0 = d



Z1
...

Zi + Zj
...

Zi + Zj
...
Zn


= d



Z1
...
Zi
...

Zi + Zj
...
Zn


+ d



Z1
...
Zj
...

Zi + Zj
...
Zn


=

= d



Z1
...
Zi
...
Zi
...
Zn


︸ ︷︷ ︸
=0 nach (D3)

+ d



Z1
...
Zi
...
Zj
...
Zn


︸ ︷︷ ︸

=d(A)

+ d



Z1
...
Zj
...
Zi
...
Zn


︸ ︷︷ ︸
d(Eij ·A)

+



Z1
...
Zj
...
Zj
...
Zn


︸ ︷︷ ︸

=0 nach (D3)

= d(A) + d(Eij · A) ,

und wir erhalten Eigenschaft 1.
Um 2. zu beweisen, seien Z1, . . . , Zi, . . . , Zn die Zeilen von einer Matrix A ∈

Mn(K), und wir schreiben λZi als 0+λ ·Zi. Nach (D2) und Bemerkung 4.2.1 haben
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wir, dass

d(Ei(λ) · A) = d



Z1
...

Zi−1
λZi
Zi+1
...
Zn


= d



Z1
...

Zi−1
0

Zi+1
...
Zn


+ λ d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


= λd(A).

Jetzt beweisen wir 3. Es seien Z1, . . . , Zi, . . . , Zn die Zeilen von einer Matrix
A ∈Mn(K). Dann nach (D2)

d(Eij(λ) · A) = d



Z1
...

Zi−1
Zi + λZj
Zi+1
...
Zn


= d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


+ λd



Z1
...

Zi−1
Zj
Zi+1
...
Zn


︸ ︷︷ ︸

=:B

= d(A) + λd(B).

Bemerken wir, dass die i-te und j-te Zeile der letzter Matrix B gleich sind, also ist
d(B) = 0 nach (D3), und wir erhalten d(Eij(λ) · A) = d(A).

Bemerkung 4.2.2
Mit obigen Tatsachen können wir Eigenschaft (D2) generalisieren: Gegeben Zeilen-
vektoren Z1, . . . , Zi−1, Zi+1, . . . , Zn ∈ Kn, Z1

i , . . . , Z
k
i ∈ Kn und Skalare λ1, . . . , λk ∈

Kn, gilt

d



Z1
...

Zi−1
λ1Z

1
i + · · ·+ λkZ

k
i

Zi+1
...
Zn


= λ1d



Z1
...

Zi−1
Z1
i

Zi+1
...
Zn


+ · · ·+ λkd



Z1
...

Zi−1
Zk
i

Zi+1
...
Zn


.

(Übung.)

Korollar 4.2.2
Es sei d : Mn(K) → K eine Abbildung, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3)
erfüllt. Dann
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(a) d(Eij) = −1 für alle 1 ≤ i < j ≤ n;
d(Ei(λ)) = λ für alle 1 ≤ i ≤ n und λ 6= 0;
d(Eij(λ)) = 1 für alle 1 ≤ i 6= j ≤ n.

(b) Es sei A ∈Mn(K) und E ∈ GLn(K) eine Elementarmatrix. Dann

d(E · A) = d(E) · d(A) und d(ET ) = d(E).

Beweis. Um (a) zu beweisen, genügt es Satz 4.2.1 zu benutzen mit A = In. Die erste
Gleichung in (b) folgt nach Satz 4.2.1 und Korollar 4.2.2 (a). Die zweite Gleichung
ist eine Folgerung von Teil (a) und folgender
Bemerkung 4.2.3
Die Elementarmatrizen erfüllen

ET
ij = Eij, Ei(λ)T = Ei(λ), Eij(λ)T = Eji(λ) .

(Übung.)

Die folgende Proposition ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz 4.1.4.
Proposition 4.2.3
Es sei A ∈ Mn(K) eine Matrix, die nicht invertierbar ist. Dann muss für jede
Abbildung d : Mn(K) → K, die die Eigenschaften (D2) und (D3) erfüllt, d(A) = 0
sein.
Beweis. Weil A nicht invertierbar ist, impliziert Satz 4.1.4, dass r(A) < n. Also
sind die Zeilen Z1, . . . , Zn von A linear abhängig. Es sei

α1Z1 + · · ·+ αnZn = 0

eine Linearkombination, die Null ist. Weil Z1, . . . , Zn linear abhängig sind, gibt
es ein i = 1, . . . , n mit αi 6= 0. Also können wir Zi als Linearkombination von
Z1, . . . , Zi−1, Zi+1, . . . , Zn schreiben:

Zi = β1Z1 + · · ·+ βi−1Zi−1 + βi+1Zi+1 + · · ·+ βnZn.

Nach Bemerkung 4.2.2 erhalten wir, dass

d



Z1
...

Zi−1
Zi
Zi+1
...
Zn


= β1d



Z1
...

Zi−1
Z1
Zi+1
...
Zn


+· · ·+βi−1d



Z1
...

Zi−1
Zi−1
Zi+1
...
Zn


+βi+1d



Z1
...

Zi−1
Zi+1
Zi+1
...
Zn


+· · ·+βnd



Z1
...

Zi−1
Zn
...

Zi+1
Zn


,

und nach (D3) ist die rechte Seite Null.
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Bemerken Sie, dass eine Abbildung d : Mn(K)→ K, die die Eigenschaften (D2)
und (D3) erfüllt, gegeben ist zum Beispiel durch d(A) = 0 für alle A ∈Mn(K) (also
ist d(A) = 0 nicht nur für nicht-invertierbare Matrizen). Aber, wenn wir Eigenschaft
(D1) benötigen, möchten wir beweisen, dass es genau eine Abbildung d gibt (die wird
die Determinante genannt), und d 6≡ 0, weil (D1) uns sagt, dass d(In) = 1.

Definition 4.2.1
Es sei A ∈Mn(K). Für jede 1 ≤ i, j ≤ n definieren wir die Matrix Ãij ∈Mn−1(K) als
die Matrix, die aus A durch Weglassen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Zum Beispiel sei

A =

 1 0 2
2 4 5
3 0 8

 , dann z. B. Ã11 =
(

4 5
0 8

)
und Ã12 =

(
2 5
3 8

)
.

Satz 4.2.4
Es existiert genau eine Abbildung d : Mn(K)→ K, die die Eigenschaften (D1), (D2)
und (D3) erfüllt. Wir bezeichnen diese Abbildung mit

det : Mn(K)→ K

und nennen det(A) die Determinante von A.

Beweis. Eindeutigkeit. Es seien d : Mn(K)→ K und d̃ : Mn(K)→ K zwei Abbildun-
gen, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfüllen. Wir sollen beweisen, dass
d(A) = d̃(A) für alle A ∈ Mn(K). Falls A nicht invertierbar ist, Proposition 4.2.3
impliziert, dass d(A) = d̃(A) = 0. Können wir nun annehmen, dass A invertierbar
ist. Es seien E1, . . . , En Elementarmatrizen, sodass In = EN · · ·E1A (Sehen Sie
Abschnitt 2.2.3). Nach Eigenschaft (D1) erhalten wir, dass

d(EN · · ·E1A) = d̃(EN · · ·E1A).

Wir können nun Korollar 4.2.2 N -Male benutzen (bemerken Sie, dass d(E) ∈ K∗ für
alle Elementarmatrizen E!) um zu zeigen, dass d(A) = d̃(A).

Vorlesung 17 - 15.12.2016

Existenz . Um die Existenz zu beweisen, genügt es eine Abbildung zu finden, die die
Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfüllt. Weil eine solche Abbildung eindeutig
definiert ist, bezeichnen wir sie mit “det”, sie wird Determinante genannt. Wir
definieren det : Mn(K)→ K durch Induktion über n.
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Für n = 1 kann man leicht beweisen, dass det(a) = a Eigenschaften (D1)–
(D3) erfüllt für alle (a) ∈ M1(K). Nehmen wir an, dass wir die Determinante für
alle (n − 1) × (n − 1)-Matrizen schon definiert haben. Dann definieren wir für
A ∈Mn(K) und j = 1, . . . , n

det(A) :=
n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Ãij) (Entwicklung nach der j-ten Spalte), (4.2.1)

wobei Ãij die Matrix in Definition 4.2.1 ist.

Bemerkung 4.2.4
Bemerken Sie, dass wir in (4.2.1) ein j = 1, . . . , n gewählt haben. Also, aprior-
isch hängt die rechte Seite in (4.2.1) von j ab. Aber wenn wir beweisen, dass die
Abbildung in (4.2.1) die Eigenschaften (D1)–(D3) erfüllt, dann haben wir durch
Eindeutigkeit auch bewiesen, dass die Summe in (4.2.1) nicht von j abhängt.

(D1): Wir müssen beweisen, dass det(In) = 1. Bemerken Sie, die Einträge von
In erfüllen aij 6= 0 genau dann, wenn i = j, und ajj = 1. Ferner ist (Ĩn)jj = In−1.
Also per definitionem

det(In) =
n∑
i=1

(−1)i+jaij det((Ĩn)jj) = (−1)j+jajj det(In−1) = det(In−1).

Weil det : Mn−1(K)→ K Eigenschaft (D1) (nach Induktionsannahme) erfüllt, erhal-
ten wir, dass det(In) = det(In−1) = 1.

(D2): Wir müssen die Linearität in jeder Zeile beweisen, d.h. für alle 1 ≤ k ≤ n
und λ ∈ K

det



Z1
...

Zk−1
Zk + λZ̃k
Zk+1
...
Zn


= det



Z1
...

Zk−1
Zk
Zk+1
...
Zn


+ λ det



Z1
...

Zk−1
Z̃k
Zk+1
...
Zn


.

Es seiA die Matrix mit Zeilen Z1, . . . , Zk−1, Zk+λZ̃k, Zk+1, . . . , Zn und (−1)i+jaij det(Ãij)
einer der Summanden in (4.2.1). Falls k 6= i bemerken wir, dass nach Induktion
det(Ãij) linear in der k-ten Zeile (von Ãij) ist, und aij nicht von k abhängt. Somit
erhalten wir, dass (−1)i+jaij det(Ãij) linear in der k-ten Zeile von A ist. Falls k = i,
dann ist akj linear in der k-ten Zeile. Ferner hängt Ãkj nicht von der k-ten Zeile ab.
Also erhalten wir auch in diesem Fall, dass (−1)i+jaij det(Ãij) linear in der k-ten
Zeile von A ist. Es folgt, dass det(A) linear in der k-ten Zeile ist.
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(D3): Nehmen wir an, dass die r-te und s-te Zeile von A gleich sind. Bemerken
Sie, dass falls i 6= r und i 6= s, die Matrix Ãij zwei gleiche Zeilen hat. Also ist in
diesem Fall det(Ãij) = 0 (nach Induktionsannahme), und nach (4.2.1) erhalten wir

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Ãij) = (−1)r+jarj det(Ãrj) + (−1)s+jasj det(Ãsj).

Bemerken Sie, dass die Menge der Zeilen von Ãrj gleich der Menge der Zeilen von
Ãsj ist. Dass heißt, dass wir Ãrj in Ãsj mit Zeilenvertauschung überführen kön-
nen. Nach Satz 4.2.1 und nach Induktionsannahme wissen wir, dass det(EjkÃsj) =
− det(Ãsj). Also möchten wir berechnen wie viele Vertauschungen wir brauchen,
um Ãrj in Ãsj überzuführen. Wir erklären diese Berechnung mit einem Beispiel.
Es seien Z̃1, . . . , Z̃n ∈ Kn−1 die Zeilen von A ohne j-tes Element (also ohne aij,
für i = 1, . . . , n). Es sei s = r + 1. Dann sind die Zeilen von Ãrj gegeben durch
Z̃1, . . . , Z̃r−1, Z̃r+1, Z̃r+2, . . . , Z̃n, und diejenigen von Ãsj durch Z̃1, . . . , Z̃r−1, Z̃r, Z̃r+2, . . . , Z̃n.
Weil Z̃r = Z̃r+1, erhalten wir, dass Ãrj = Ãsj, und wir brauchen |s − r| − 1 = 0
Zeilenvertauschungen. Falls s = r + 2, sind die Zeilen von Ãsj gegeben durch
Z̃1, . . . , Z̃r−1, Z̃r, Z̃r+1, Z̃r+3, . . . , Z̃n. Weil in diesem Fall Z̃r+2 = Z̃r ist, brauchen wir
genau |s − r| − 1 = 1 Zeilenvertauschung. Es ist einfach zu sehen, dass im Allge-
meinen genau |s − r| − 1 Zeilenvertauschungen gebraucht werden. Nach Satz 4.2.1
und nach Induktionsannahme erhalten wir, dass det(Ãsj) = (−1)|s−r|−1 det(Ãrj) =
(−1)r−s−1 det(Ãrj) und

det(A) = (−1)r+jarj det(Ãrj) + (−1)s+jasj det(Ãsj) =
= (−1)r+jarj det(Ãrj) + (−1)r+j−1arj det(Ãrj) = 0.

Beispiel 4.2.1 • Wenn n = 1 haben wir det(a) = a.

• Wenn n = 2 dann

det
(
a b
c d

)
= (−1)1+1a · det(d) + (−1)2+1c · det(b) = a d− b c.

In diesem Fall haben wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte gewählt. Falls
wir die Entwicklung nach der 2-ten Spalte wählen haben wir

det
(
a b
c d

)
= (−1)1+2b · det(c) + (−1)2+2d · det(a) = a d− b c.

(Natürlich, durch Eindeutigkeit geben die zwei Entwicklungen dasselbe Ergeb-
nis.)
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• Es sei n = 3, und nehmen wir die Entwicklung nach der 1-ten Spalte, dann
erhalten wir

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

= (−1)1+1a11 det
(
a22 a23
a32 a33

)
+ (−1)2+1a21 det

(
a12 a13
a32 a33

)

+(−1)3+1a31 det
(
a12 a13
a22 a23

)
=

= a11(a22a33 − a23a32)− a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22).

Jetzt möchten wir folgenden Satz beweisen:

Satz 4.2.5
Es seien A,B ∈Mn(K).

1. A ist invertierbar genau dann, wenn det(A) 6= 0.

2. Es gilt det(A ·B) = det(A) det(B).

3. Wenn A invertierbar ist, dann gilt det(A−1) = 1/ det(A).

4. Es gilt det(AT ) = det(A).

Beweis. 1. In Proposition 4.2.3 haben wir schon bewiesen, dass falls A nicht in-
vertierbar ist, dann det(A) = 0 oder, äquivalent gesagt, dass falls det(A) 6= 0,
A invertierbar ist. Wir müssen noch beweisen, dass falls A invertierbar ist, dann
det(A) 6= 0. Es seien E1, . . . , EN Elementarmatrizen, sodass En · · ·E1A = In. Be-
merken wir, dass det(A) 6= 0 genau dann, wenn det(EN · · ·E1A) 6= 0. Das ist
eine Folgerung aus Korollar 4.2.2. Weil det(In) = 1, können wir schließen, dass
det(A) 6= 0.

Vorlesung 18 - 19.12.2016

2. Zuerst beweisen wir, dass det(AB) = det(A) det(B), falls A invertierbar
ist. Es seien E1, . . . , EN Elementarmatrizen, sodass EN · · ·E1A = In, also A =
E−1

1 · · ·E−1
N . Weil die Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind,

impliziert Korollar 4.2.2 (det(EA) = det(E) det(A)), dass

det(AB) = det(E−1
1 · · ·E−1

N B) = det(E−1
1 ) · · · det(E−1

N ) det(B) =
= det(E−1

1 · · ·E−1
N ) det(B) = det(A) det(B).
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Falls A nicht invertierbar ist, wissen wir schon, dass r(A) < n (Satz 4.1.4) und
det(A) = 0 (Proposition 4.2.3). Wir möchten beweisen, dass A ·B nicht invertierbar
ist. In der Tat impliziert Proposition 4.1.3 Teil 1. (r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}),
dass r(AB) < n. Also AB ist nicht invertierbar (Satz 4.1.4) und det(AB) = 0
(Proposition 4.2.3), deshalb det(AB) = 0 = 0 · det(B) = det(A) det(B).

3. Es seiA invertierbar. DannA−1A = In, und det(A−1) det(A) = det(A−1A) =
det(In) = 1. Ähnlich ist det(A) det(A−1) = 1, und det(A−1) = det(A)−1.

4. Zuerst bemerken wir, dass A invertierbar ist, genau dann wenn AT in-
vertierbar ist. Das ist eine Folgerung aus dem Satz 4.1.4, und r(A) = r(AT ).
Falls A nicht invertierbar ist, dann det(A) = det(AT ) = 0 (Proposition 4.2.3).
Nehmen wir an, dass A invertierbar ist. Es seien E1, . . . , EN Elementarmatrizen,
sodass A = E−1

1 · · ·E−1
N . Dann det(A) = det(E−1

1 ) · · · det(E−1
N ). Andererseits

AT = (E−1
N )T · · · (E−1

1 )T , und weil det(ET ) = det(E) (Korollar 4.2.2) und weil die
Inversen der Elementarmatrizen noch Elementarmatrizen sind, haben wir dass

det(AT ) = det((E−1
N )T ) · · · det((E−1

1 )T ) = det(E−1
1 ) · · · det(E−1

N ) = det(A).

Bemerkung 4.2.5
Eine Folgerung des Satzes 4.2.5 1. ist:
Um zu beweisen, dass A ∈Mn(K) invertierbar ist, genügt es eine Matrix B ∈Mn(K)
zu finden, sodass BA = In (oder sodass AB = In). In diesem Fall B = A−1.
In der Tat, um zu beweisen, dass A invertierbar ist, sollen wir eine Matrix B finden,
sodass AB = In (B heißt die rechte Inverse von A) und CA = In (C heißt die linke
Inverse von A). Dann muss C = C(AB) = (CA)B = B sein (also, muss die rechte
Inverse gleich die linke Inverse sein), und B = A−1. Falls wir nur die Gleichung
BA = In (bzw. AB = In) haben, können wir nicht direkt beweisen, dass AB = In
(bzw. BA = In) auch gilt. Aber Satz 4.2.5 1. und 2. impliziert, dass falls BA = In,
dann det(B) det(A) = 1, also det(A) 6= 0 und A ist invertierbar. In diesem Fall
muss B die Inverse A−1 sein, weil B = B(AA−1) = (BA)A−1 = A−1.
Korollar 4.2.6
Es sei A ∈Mn(K), dann

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jaji det(Ãji) (Entwicklung nach der j-ten Zeile).

Beweis. Nach dem Satz 4.2.5, 4. haben wir, dass det(A) = det(AT ). Es sei aTij das
Element von AT in ihrer i-ten Zeile und j-ten Spalte, also aTij = aji. Außerdem
(ÃT )ij = (Ãji)T , also det((ÃT )ij) = det((Ãji)T ) = det(Ãji) und wir erhalten

det(A) = det(AT ) =
n∑
i=1

(−1)i+jaTij det((ÃT )ij) =
n∑
i=1

(−1)i+jaji det(Ãji).
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4.2.2 Die Cramersche Regel
In diesem Abschnitt führen wir eine Formel ein, die uns die Inverse einer Matrix

zu berechnen erlaubt. Zuerst definieren wir eine neue Matrix.

Definition 4.2.2
Es sei A ∈ Mn(K). Wir definieren die Adjunkte adj(A) ∈ Mn(K) der Matrix A als
die Matrix, deren Elemente (adj(A))ij gegeben sind durch

(adj(A))ij = (−1)i+j det(Ãji) .

Beispiel 4.2.2
Es sei n = 2 und

A =
(
a b
c d

)
, dann Ã11 = (d), Ã12 = (c), Ã21 = (b), Ã22 = (a) , und

adj(A) =
(

d −b
−c a

)
.

Bemerken wir, dass

A · adj(A) =
(
a b
c d

)
·
(

d −b
−c a

)
=
(
ad− bc 0

0 ad− bc

)
= det(A) · I2

Diese Tatsache gilt in jeder Dimension.

Satz 4.2.7 (Cramersche Regel)
Für alle A ∈Mn(K) gilt

A · adj(A) = det(A) · In .

Falls A invertierbar ist, dann

A−1 = 1
det(A)adj(A) .

Beweis. Es seien Z1, . . . , Zi, . . . , Zj, . . . , Zn ∈ Kn die Zeilenvektoren von A. Für alle
1 ≤ i, j ≤ n definieren wir die Matrix Cij, deren Zeilenvektoren gegeben sind durch
Z1, . . . , Zi, . . . , Zi, . . . , Zn ∈ Kn (also ersetzen wir die j-te Zeile von A mit der i-ten
Zeile). Bemerken wir, dass

(C̃ij)jk = Ãjk .

Es sei cijjk das Element der Matrix Cij in ihrer j-ten Zeile und k-ten Spalte, und aik
das Element von A in ihrer i-ten Zeile und k-ten Spalte. Dann gilt

cijjk = aik.
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Nach Korollar 4.2.6 berechnen wir die Determinante von Cij mit der Entwicklung
nach der j-ten Zeile und wir erhalten

det(Cij) =
n∑
k=1

(−1)j+kcijjk det((C̃ij)jk) =
n∑
k=1

(−1)j+kaik det(Ãjk) =

=
n∑
k=1

aik · (adj(A))kj = (A · adj(A))ij .

Bemerken wir, dass falls i = j haben wir Cii = A, und falls i 6= j, dass det(Cij) = 0
(weil Cij zwei gleiche Zeilen hat). Somit gilt

(A · adj(A))ij = det(Cij) =


det(A) falls i = j,

0 falls i 6= j .

Also erhalten wir, dass A · adj(A) = det(A)In. Falls A invertierbar ist, haben wir
det(A) 6= 0 und obige Gleichung ist äquivalent zu

A ·
(

1
det(A)adj(A)

)
= In.

Nach Bemerkung 4.2.5 können wir schließen, dass A−1 = 1
det(A)adj(A).

Beispiel 4.2.3
Wir beweisen, dass die Matrix

A =

 1 2 1
0 2 −1
3 1 0


invertierbar ist und berechnen die Inverse.

Zuerst bemerken wir, dass (durch Entwicklung nach der ersten Zeile)

det(A) = (−1)1+1 · det
(

2 −1
1 0

)
+ (−1)1+2 · 2 · det

(
0 −1
3 0

)
+ (−1)1+3 · det

(
0 2
3 1

)
= 1− 2(3) + (−6) = −11 6= 0 .

Da det(A) 6= 0 können wir schließen, dass A invertierbar ist. Die Cramersche
Regel erlaubt uns, die Inverse zu finden. Wir berechnen die Matrizen Ãij und ihre
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Determinanten. Wir haben

Ã11 =
(

2 −1
1 0

)
, det(Ã11) = 1, Ã12 =

(
0 −1
3 0

)
, det(Ã12) = 3

Ã13 =
(

0 2
3 1

)
, det(Ã13) = −6, Ã21 =

(
2 1
1 0

)
, det(Ã21) = −1

Ã22 =
(

1 1
3 0

)
, det(Ã22) = −3, Ã23 =

(
1 2
3 1

)
, det(Ã23) = −5

Ã31 =
(

2 1
2 −1

)
, det(Ã31) = −4, Ã32 =

(
1 1
0 −1

)
, det(Ã32) = −1

Ã33 =
(

1 2
0 2

)
, det(Ã33) = 2,

also

adj(A) =

 1 1 −4
−3 −3 1
−6 5 2

 und A−1 = − 1
11

 1 1 −4
−3 −3 1
−6 5 2

 .
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5.1 Lineare Abbildungen: Definition und
Eigenschaften
In diesem Abschnitt führen wir Abbildungen zwischen K-Vektorräumen ein,

die verträglich mit der Struktur des Vektorraums sind.

Definition 5.1.1
Es seien V und W zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung F : V → W heißt linear
(oder ist ein Homomorphismus), falls

F (v + v′) = F (v) + F (v′) für alle v, v′ ∈ V, und (5.1.1)

F (λv) = λF (v) für alle v ∈ V und λ ∈ K . (5.1.2)

Äquivalent gesagt, eine Abbildung F : V → W ist linear, falls für alle v, w ∈ V
und λ, λ′ ∈ K gilt

F (λv + λ′v′) = λF (v) + λ′F (v′) . (5.1.3)

Die Äquivalenz ist leicht zu beweisen: Bedingungen (5.1.1) und (5.1.2) implizieren
(5.1.3), weil

F (λv + λ′v′) (5.1.1)= F (λv) + F (λ′v′) (5.1.2)= λF (v) + λ′F (v′) .

Umgekehrt, (5.1.3) impliziert (5.1.1) (man kann λ = λ′ = 1 nehmen), und (5.1.2)
(man kann λ′ = 0 nehmen).

Gleichung (5.1.3) kann generalisiert werden: Es seien v1, . . . , vm ∈ V und
λ1, . . . , λm ∈ K, dann

F

(
m∑
i=1

λivi

)
=

m∑
i=1

λiF (vi) . (5.1.4)

Bemerkung 5.1.1

1. Bemerken Sie, dass (5.1.2) impliziert, dass

F (0V ) = F (0 · v) = 0 · F (v) = 0W und

F (−v) = F ((−1) · v) = (−1)F (v) = −F (v) .

2. Es seien F : V → W und G : W → U lineare Abbildungen zwischen K-
Vektorräumen. Dann G◦F : V → U ist auch linear, weil für alle v, v′ ∈ V und
λ, λ′ ∈ K gilt

G(F (λv + λ′v′)) = G(λF (v) + λ′F (v′)) = λG(F (v)) + λ′G(F (v′)) .
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Definition 5.1.2
Mit HomK(V,W ) bezeichnen wir die Menge aller Homomorphismen zwischen V und
W . Wir nennen F ∈ HomK(V,W ) einen

(a) Monomorphismus, wenn F injektiv ist;

(b) Epimorphismus, wenn F surjektiv ist;

(c) Isomorphismus, wenn F bijektiv ist;

(d) Endomorphismus, wenn V = W ;

(e) Automorphismus, wenn V = W und ϕ bijektiv ist.

Die Menge aller Endomorphismen von V (bzw. Automorphismen von V ) wird durch
EndK(V ) (bzw. durch GLK(V )) bezeichnet.

Proposition 5.1.1
Es sei F ∈ HomK(V,W ) ein Isomorphismus. Dann ist auch die Umkehrabbildung
F−1 : W → V ein Isomorphismus.

Beweis. Die Umkehrabbildung F−1 ist natürlich bijektiv. Also sollen wir nur be-
weisen, dass F−1 linear ist. Es seien w,w′ beliebige Elemente in W , und v, v′

Elemente in V , sodass v = F−1(w) und v′ = F−1(w′). Also erhalten wir, dass
F (v) = F (F−1(w)) = w und ähnlich F (v′) = w′. Deshalb haben wir

F−1(w+w′) = F−1(F (v) + F (v′)) = F−1(F (v + v′)) = v + v′ = F−1(w) + F−1(w′) .

Analog, wenn λ ∈ K

F−1(λw) = F−1(λF (v)) = F−1(F (λv)) = λv = λF−1(w) .

Beispiel 5.1.1 1. Es sei N : V → W die “Null-Abbildung", d.h. N(v) = 0W (der
Null-Vektor von W ), für alle v ∈ V . Dann ist N eine Lineare Abbildung.

2. Die Identität 1V : V → V ist ein Automorphismus von V . Nach Bemerkung
5.1.1 und Proposition 5.1.1 haben wir, dass (GLK(V ), ◦) eine Gruppe ist (hier
bezeichnet ◦ die Verknüpfung).

3. Es sei λ ∈ K. Die Abbildung λ1V : V → V , definiert als (λ1)(v) = λv, ist
linear. Wir bemerken, dass falls λ = 0, dann 01V = N . Falls λ 6= 0, dann
λ1V ∈ GLK(V ) (die Inverse ist genau λ−11V ).
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4. Es seien U,W Untervektorräume von V , sodass V = U⊕W . Wir haben schon
bewiesen (Lemma 3.2.12), dass es eindeutig bestimmte Vektoren u ∈ U und
w ∈ W mit v = u + w gibt. Wir definieren die Projektionen pU : V → U
und pW : V → W als pU(v) = pU(u + w) = u und pW (v) = pW (u + w) = w.
Es ist leicht zu beweisen, dass pU und pW linear sind. Zum Beispiel, es sei
v′ = u′ + w′, wobei u′ ∈ U und w′ ∈ W , und λ, λ′ ∈ K, dann

pU(λv + λ′v′) = pU(λu+ λw + λ′u′ + λ′w′) = pU(λu+ λ′u′ + λw + λ′w′)
= λu+ λ′u′ = λpU(v) + λ′pU(v′).

Ganz analog kann man beweisen, dass pW linear ist. Außerdem sind pU und
pW surjektiv, also sind sie Epimorphismen.

5. Es sei U ein Untervektorraum von V und i : U → V die Inklusion. Es ist leicht
nachzuprüfen, dass i ein Monomorphismus ist.

Proposition 5.1.2
Es sei F : V → W eine lineare Abbildung, v1, . . . , vn ∈ V und wi := F (vi), für jedes
i = 1, . . . , n. Falls v1, . . . , vn linear abhängig sind, dann sind auch w1, . . . , wn linear
abhängig. Äquivalent gesagt, falls w1, . . . , wn linear unabhängig sind, dann sind auch
v1, . . . , vn linear unabhängig.

Beweis. Es seien v1, . . . , vn linear abhängige Vektoren. Also existieren λ1, . . . , λn ∈
K, nicht alle gleich Null, sodass

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0.

Nach Bemerkung 5.1.1 und durch Linearität von F haben wir, dass

0W = F (0V ) = F (λ1v1 + · · ·+λnvn) = λ1F (v1)+ · · ·+λnF (vn) = λ1w1 + · · ·+λnwn ,

also sind w1, . . . , wn linear abhängig.

Fragen und Vertiefungen 5.1.1
In obiger Proposition, es seien v1, . . . , vn linear unabhängige Vektoren und wi :=
F (vi) für jedes i = 1, . . . , n. Kann man schließen, dass w1, . . . , wn linear unabhängig
sind?

Vorlesung 19 - 09.01.2017

Satz 5.1.3
Es seien V,W zwei K-Vektorräume, {v1, . . . , vn} eine Basis von V und w1, . . . , wn
beliebige Vektoren in W . Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F : V → W ,
sodass F (vi) = wi für alle i = 1, . . . , n.
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Der obige Satz ist sehr wichtig und sagt uns: um eine lineare Abbildung zu
definieren, genügt es, das Bild der Elemente einer Basis von V zu definieren.

Beweis. Es sei v ∈ V , und k1, . . . , kn seine Koordinaten bezüglich der Basis {v1, . . . , vn},
also v = k1v1+· · ·+knvn. Wir erinnern uns daran, dass mit Lemma 3.2.4 die Skalare
k1, . . . , kn eindeutig bestimmt sind.

Falls es eine lineare Abbildung F gibt, sodass F (vi) = wi für alle i = 1, . . . , n,
dann muss

F (v) = k1w1 + · · ·+ knwn

sein. In der Tat, durch Linearität von F (Gleichung 5.1.4) folgt, dass

F (v) = F (k1v1 + · · ·+ knvn) = k1F (v1) + · · ·+ knF (vn) = k1w1 + · · ·+ knwn .

Also ist F eindeutig bestimmt.
Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung F , wie oben definiert, linear ist. Es

seien v = k1v1 + · · · + knvn und v′ = k′1v1 + · · · + k′nvn, wobei k′i ∈ K für alle
i = 1, . . . , n. Dann

F (v + v′) = F ((k1 + k′1)v1 + · · ·+ (kn + k′n)vn) = (k1 + k′1)w1 + · · ·+ (kn + k′n)wn =
= k1w1 + · · ·+ knwn + k′1w1 + · · ·+ k′nwn = F (v) + F (v′) .

Also erfüllt F Eigenschaft (5.1.1). Jetzt prüfen wir (5.1.2). Es sei λ ∈ K, dann

F (λv) = F (λk1v1 + · · ·+ λknvn) = λk1w1 + · · ·+ λknwn =
= λ(k1w1 + · · ·+ knwn) = λF (v) .

Wir können schließen, dass F linear ist.

Definition 5.1.3
Es seien V,W zwei K-Vektorräume und F ∈ HomK(V,W ). Wir definieren den Kern
von F , bezeichnet mit Ker(F ), durch

Ker(F ) := {v ∈ V | F (v) = 0W} ⊆ V ,

und das Bild von F , bezeichnet mit Im(F ), durch

Im(F ) := F (V ) = {w ∈ W | w = F (v) für einen v ∈ V } ⊆ W .

Proposition 5.1.4
Es seien V,W zwei K-Vektorräume und F ∈ HomK(V,W ).

(a) Ker(F ) ist ein Untervektorraum von V und Im(F ) ist ein Untervektorraum
von W ;

(b) F ist injektiv genau dann, wenn Ker(F ) = {0V };
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(c) F ist surjektiv genau dann, wenn Im(F ) = W .

Beweis. (a) Zuerst bemerken wir, dass Ker(F ) 6= ∅, weil F (0V ) = 0W (sehen Sie
Bemerkung 5.1.1). Es seien v, v′ ∈ Ker(F ) und λ ∈ K. Wir müssen beweisen, dass
v+ v′ ∈ Ker(F ) und λv ∈ Ker(F ). Das ist eine Folgerung aus der Linearität von F ;
in der Tat

F (v + v′) = F (v) + F (v′) = 0W + 0W = 0W und F (λv) = λF (v) = λ0W = 0W .

Um zu beweisen, dass Im(F ) ein Untervektorraum von W ist, bemerken wir zuerst,
dass Im(F ) 6= ∅ (weil 0W = F (0V ) ∈ Im(F )). Es seien w,w′ ∈ Im(F ) und λ ∈ K.
Nach Definition von Im(F ), existieren v, v′ ∈ V , sodass F (v) = w und F (v′) = w′.
Wir haben

w + w′ = F (v) + F (v′) = F (v + v′) und λw = λF (v) = F (λv) ,

also ist Im(F ) ein Untervektorraum von W .
(b) Wir haben schon bemerkt, dass F (0V ) = 0W . Also, wenn F injektiv

ist, dann Ker(F ) = {0V }. Umgekehrt, es sei Ker(F ) = {0V } und v, v′ ∈ V mit
F (v) = F (v′). Wir müssen beweisen, dass v = v′. Bemerken wir, dass F (v − v′) =
F (v)− F (v′) = 0W , also v − v′ ∈ Ker(F ) = {0V } und v = v′.

(c) ist klar.

Bemerkung 5.1.2
Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, mit dimK(V ) = n und {v1, . . . , vn}
eine Basis. Nach Linearität von F folgt, dass

Im(F ) = spanK{F (v1), . . . , F (vn)} .

Definition 5.1.4
Es sei F ∈ HomK(V,W ). Dann nennen wir die Dimension von Im(F ) den Rang der
Abbildung F und bezeichnen den Rang von F mit r(F ).

Der folgende Satz ist sehr wichtig:

Satz 5.1.5
Es seien V,W zwei K-Vektorräume und F ∈ HomK(V,W ). Nehmen wir an, dass
dimK(V ) <∞. Dann gilt

dimK(Ker(F )) + r(F ) = dimK(V ) .

Beweis. Da Ker(F ) ein Untervektorraum von V ist, und da dimK(V ) =: n < ∞,
Korollar 3.2.11 impliziert, dass dim(Ker(F )) =: s ≤ n. Es sei {e1, . . . , es} eine
Basis von Ker(F ). Nach Proposition 3.2.10 existieren Vektoren vs+1, . . . , vn ∈ V ,
sodass {e1, . . . , es, vs+1, . . . , vn} eine Basis von V ist (Basisergänzung). Es genügt zu
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beweisen, dass {F (vs+1), . . . , F (vn)} eine Basis von Im(F ) ist, weil diese Behauptung
impliziert, dass r(F ) = dimK(Im(F )) = n− s = dimK(V )− dimK(Ker(F )).

Es sei w ∈ Im(F ), also existiert v ∈ V sodass F (v) = w. Es seien k1, . . . , ks, ks+1, . . . , kn
die Koordinaten von v bezüglich der Basis {e1, . . . , es, vs+1, . . . , vn}. Wir haben

w = F (k1e1 + · · ·+ kses + ks+1vs+1 + · · ·+ knvn) = ks+1F (vs+1) + · · ·+ knF (vn).

Also ist {F (vs+1), . . . , F (vn)} ein Erzeugendensystem von Im(F ). Wir sollen noch
beweisen, dass F (vs+1), . . . , F (vn) linear unabhängig sind.

Nehmen wir die Linearkombination

αs+1F (vs+1) + · · ·+ αnF (vn) = 0W ,

wobei αi ∈ K für alle i = s+ 1, . . . , n. Wir haben

F (αs+1vs+1 + · · ·+ αnvn) = 0W ,

also αs+1vs+1 + · · ·+ αnvn ∈ Ker(F ). Es seien α1, . . . , αs ∈ K mit

αs+1vs+1 + · · ·+ αnvn = α1e1 + · · ·+ αses ,

oder, äquivalent gesagt,

αs+1vs+1 + · · ·+ αnvn − α1e1 − · · · − αses = 0V .

Weil die Vektoren e1, . . . , es, vs+1, . . . , vn linear unabhängig sind, erhalten wir αi = 0
für alle i = 1, . . . , n und, insbesondere, αs+1 = · · · = αn = 0. Wir können schließen,
dass F (vs+1), . . . , F (vn) linear unabhängig sind.

Bemerkung 5.1.3
Bemerken Sie, dass W unendliche Dimensionen haben könnte und auch in diesem
Fall erhalten wir r(F ) <∞.

Folgendes Korollar gibt uns eine einfache Methode um zu wissen, wann eine
lineare Abbildung ein Isomorphismus ist.

Korollar 5.1.6
Es seien V,W zwei K-Vektorräume mit dimK(V ) = dimK(W ) =: n < ∞, und
F ∈ HomK(V,W ). Dann sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

1. Ker(F ) = {0V };

2. Im(F ) = W ;

3. F ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Nach Satz 5.1.5 haben wir, dass dimK(Ker(F )) = 0 ⇐⇒ r(F ) = n. Jetzt
bemerken wir, dass dimK(Ker(F )) = 0 ⇐⇒ Ker(F ) = {0V }, und dimK(Im(F )) =
r(F ) = n ⇐⇒ Im(F ) = W , und die Äquivalenz zwischen 1. und 2. bewiesen wird.
Die Äquivalenz zwischen 1. (oder 2.) und 3. ist leicht zu beweisen.

Vorlesung 20 - 12.01.2017

Definition 5.1.5
Gibt es einen Isomorphismus zwischen zwei K-Vektorräumen V und W , so heißen
die Vektorräume (zueinander) isomorph. Wir schreiben V ' W .

Bemerkung 5.1.4
Die Isomorphie “'” zwischen Vektorräumen ist eine Äquivalenzrelation:

(1) ' ist reflexiv: V ' V ;

(2) ' ist symmetrisch: Wenn V ' W , dann W ' V ;

(3) ' ist transitiv: Wenn V ' W und W ' U , dann V ' U .

Der Beweis ist eine Übung.

Folgender Satz sagt uns, dass bis auf Isomorphie es nur einen n-dimensionalen
K-Vektorraum gibt.

Satz 5.1.7
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume. Dann gilt V ' W genau
dann, wenn dimK(V ) = dimK(W ).

Beweis. Zuerst nehmen wir an, dass V ' W . Sei F : V → W der Isomorphismus
zwischen V und W . Weil dim(Ker(F )) = 0, impliziert Satz 5.1.5, dass r(F ) =
dimK(V ). Weil F surjektiv ist, dann r(F ) = dimK(W ).

Umgekehrt, sei dimK(V ) = dimK(W ) = n. Es seien {v1, . . . , vn} eine Basis
von V und {w1, . . . , wn} eine Basis von W , und F die Abbildung mit F (vi) = wi
für alle i = 1, . . . , n (sehen Sie Satz 5.1.3). Weil {w1, . . . , wn} ⊆ Im(F ), dann W =
spanK{w1, . . . , wn} ⊆ Im(F ) ⊆ W , also ist Im(F ) = W und F surjektiv. Nach Satz
5.1.5 erhalten wir, dass dimK(Ker(F )) = dimK(V )− r(F ) = dimK(V )−dimK(W ) =
0, und F ist auch injektiv. Wir können schließen, dass F ein Isomorphismus ist.
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5.2 Lineare Abbildungen und dazugehörige Matrizen
Seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume, v = {v1, . . . , vn} eine

Basis von V und w = {w1, . . . , wm} eine Basis von W . Für jeden Homomorphismus
F ∈ HomK(V,W ) definieren wir eine m×n-Matrix, bezeichnet mit Aw,v(F ), die von
F,v und w abhängt. Für jedes i = 1, . . . , n definieren wir die Skalare a1i, . . . , ami ∈
K als die Koordinaten von F (vi) bezüglich der Basis w, also

F (vi) = a1iw1 + a2iw2 + · · ·+ amiwm .

Die Matrix Aw,v(F ) ist definiert als

Aw,v(F ) :=


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn

 ∈Mm,n(K) .

Wir haben schon bemerkt, dass gegeben eine Basis v von V , eine Lineare Abbildung
F : V → W von den Bilden F (vi) der Basis v eindeutig bestimmt ist (sehen Sie Satz
5.1.3). Also genügt die Matrix Aw,v(F ), um das Bild F (v) eines beliebigen Vektors
in v ∈ V zu bestimmen. Explizit haben wir

Proposition 5.2.1
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume, v = {v1, . . . , vn} eine Ba-
sis von V und w = {w1, . . . , wm} eine Basis von W . Es sei F ∈ HomK(V,W ) und
Aw,v(F ) die dazugehörige Matrix. Gegeben ein beliebiger Vektor v ∈ V mit Koordi-
naten x1, . . . , xn ∈ K bezüglich der Basis v, also v = x1v1 + · · ·+ xnvn, die Koordi-
naten y1, . . . , ym von F (v) bezüglich der Basis w, also F (v) = y1w1 + · · · + ymwm,
sind gegeben durch folgende Formel:


y1
y2
...
ym

 = Aw,v(F )


x1
x2
...
xn


Beweis. Weil F linear ist, haben wir

F (v) = F (x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn) = x1F (v1) + x2F (v2) + · · ·+ xnF (vn) =
= x1(a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1wm)+

+x2(a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2wm) + · · ·
· · ·+ xn(a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amnwm) =

=
(∑n

i=1 a1ixi

)
w1 +

(∑n
i=1 a2ixi

)
w2 + · · ·+

(∑n
i=1 amixi

)
wm .
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Also erhalten wir genau, dass


y1
y2
...
ym

 =


∑n
i=1 a1ixi∑n
i=1 a2ixi

...∑n
i=1 amixi

 =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... ... ...
am1 am2 · · · amn



x1
x2
...
xn

 .

Gegeben zwei K-Vektorräume V und W , dann hat die Menge aller Homo-
morphismen HomK(V,W ) eine natürliche Struktur eines Vektorraumes. In der Tat
sind die Addition und Skalarmultiplikation punktweise definiert: Für jede F,G ∈
HomK(V,W ), ist F +G definiert als

(F +G)(v) := F (v) +G(v), für alle v ∈ V

und für jedes λ ∈ K,

(λF )(v) := λF (v), für alle v ∈ V.

Es ist leicht zu beweisen, dass F + G und λF zu HomK(V,W ) gehören, für jede
F,G ∈ HomK(V,W ) und λ ∈ K und dass HomK(V,W ), mit obigen Operationen,
eine Struktur eines Vektorraumes hat.

Satz 5.2.2
Es seien V,W zwei endlichdimensionale K-Vektorräume, v = {v1, . . . , vn} eine Ba-
sis von V und w = {w1, . . . , wm} eine Basis von W . Die Abbildung

Aw,v : HomK(V,W ) → Mm,n(K)
F 7→ Aw,v(F )

ist ein Isomorphismus. Insbesondere,

dimK(HomK(V,W )) = mn. (5.2.1)

Beweis. Wir beweisen, dass

(i) Aw,v ist linear;

(ii) Wir finden eine Abbildung Lw,v : Mm,n(K)→ HomK(V,W ), sodass
Lw,v ◦ Aw,v = 1HomK(V,W ) und Aw,v ◦ Lw,v = 1Mmn(K); also ist Aw,v bijektiv
und deshalb ein Isomorphismus. (Bemerken Sie, dass nach Proposition 5.1.1
die Inverse (Aw,v)−1 = Lw,v auch linear ist.)
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Die letzte Behauptung (Gleichung (5.2.1)) ist dann eine Folgerung des Satzes 5.1.7.
(i) Es seien F,G ∈ HomK(V,W ), A := Aw,v(F ) und B := Aw,v(G). Wir

sollen beweisen, dass Aw,v(F + G) = A + B und Aw,v(λF ) = λA, für beliebige
F,G ∈ HomK(V,W ) und λ ∈ K. Es seien aji und bji die Koeffizienten von A und
B, wobei j = 1, . . . ,m und i = 1, . . . , n. Also F (vi) = a1iw1 + a2iw2 + · · · + amiwm
und G(vi) = b1iw1 + b2iw2 + · · · + bmiwm, für i = 1, . . . , n. Dann (F + G)(vi) =
F (vi) +G(vi) = (a1i + b1i)w1 + · · ·+ (ami + bmi)wm, und wir erhalten

Aw,v(F +G) =


a11 + b11 · · · a1n + b1n
a21 + b21 · · · a2n + b2n

... ...
am1 + bm1 · · · amn + bmn

 = A+B .

Ähnlich kann man beweisen, dass Aw,v(λF ) = λA für alle λ ∈ K.
(ii) Es sei A ∈ Mmn(K) mit Zeilen Z1, . . . , Zm, betrachtet als Zeilenvektoren

in Kn = M1n(K). Definieren wir Lw,v(A) =: FA als die Abbildung

FA(x1v1 + · · ·+ xnvn) = (Z1x)w1 + · · ·+ (Zmx)wm ,

wobei x der Spaltenvektor (x1 . . . xn)T ist. Nach Proposition 5.2.1 haben wir, dass
Aw,v(FA) = A oder, äquivalent gesagt, dass Aw,v ◦ Lw,v = 1Mmn(K). Ähnlich haben
wir, dass Lw,v◦Aw,v(F ) = F oder, äquivalent gesagt, dass Lw,v◦Aw,v = 1HomK(V,W ).

Vorlesung 21 - 16.01.2017

Bemerkung 5.2.1
Im Beweis des Satzes 5.2.2 haben wir bewiesen, dass gegeben endlichdimensionale
K-Vektorräume V,W bzw. mit Basen v = {v1, . . . , vn} und w = {w1, . . . , wm}, und
gegeben eine Matrix A ∈ Mm,n(K), es genau eine lineare Abbildung FA : V → W
gibt, sodass die dazugehörige Matrix (bezüglich der Basen v und w) genau A ist.
Wir nennen FA die lineare Abbildung assoziiert zur Matrix A. Per definitionem
haben wir, dass

FA(x1v1 + · · ·+ xnvn) = y1w1 + · · ·+ ymwm ,

wobei y = Ax und y = (y1 . . . ym)T und x = (x1 . . . xn)T .

Beispiel 5.2.1
Es seien V = R3 und W = R2 bzw. mit kanonischen Basen e = {e1, e2, e3} (also
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e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) und e3 = (0, 0, 1)) und f = {f1, f2} (also f1 = (1, 0) und
f2 = (0, 1)). Definieren wir die lineare Abbildung F : R3 → R2, sodass

F (e1) = (2, 5) = 2f1 + 5f2, F (e2) = (1,−1) = f1 − f2, und F (e3) = (0, 4) = 4f2.

(Bemerken Sie, dass F (e1), F (e2) und F (e3) das Bild F (v), für alle v ∈ R3, definieren!
Sehen Sie Satz 5.1.3.) Also erhalten wir

Af ,e(F ) =
(

2 1 0
5 −1 4

)
.

Wir möchten bemerken, dass die Matrix Af ,e(F ) von den Basen von V und W
abhängt! Zum Beispiel, es sei f ′ = {f ′1, f ′2}, wobei f ′1 = (2, 5) und f ′2 = (1,−1). Wir
sollen zuerst beweisen, dass f ′ eine Basis von R2 ist. Da R2 Dimension 2 hat, genügt
es zu beweisen, dass f ′1 und f ′2 linear unabhängig sind. Es sei

α(2, 5) + β(1,−1) = (0, 0)

eine Null-Linearkombination. Das System{
2α + β = 0
5α− β = 0

hat nur die triviale Lösung (α, β) = (0, 0), weil die Matrix B =
(

2 1
5 −1

)
in-

vertierbar ist (Sehen Sie Bemerkung 2.2.2 und Satz 4.2.5, und bemerken Sie, dass
det(B) = −7 6= 0). Also sind f ′1 und f ′2 linear unabhängig.

Weil (0, 4) = 4
7(2, 5)− 8

7(1,−1) = 4
7f
′
1 − 8

7f
′
2, erhalten wir

Af ′,e(F ) =

 1 0 4
7

0 1 −8
7

 6= Af ,e(F ).

Proposition 5.2.3
Es seien U, V,W drei endlichdimensionale K-Vektorräume bzw. mit Basen u =
{u1, . . . , us}, v = {v1, . . . , vn} und w = {w1, . . . , wm}. Es seien G : U → V und
F : V → W zwei lineare Abbildungen, und F ◦G : U → W ihre Verknüpfung. Dann
erfüllen die dazugehörigen Matrizen Av,u(G) ∈ Mn,s(K), Aw,v(F ) ∈ Mm,n(K) und
Aw,u(F ◦G) ∈Mm,s(K) die Gleichung

Aw,u(F ◦G) = Aw,v(F )Av,u(G).

Beweis. Es sei u = z1u1 + · · · + zsus ein beliebiger Vektor in U . Dann G(u) =
x1v1 + · · · + xnvn, wobei x := (x1 . . . xn)T = Av,u(G)(z1 . . . zs)T = Av,u(G)z. Wir
haben auch (F ◦G)(u) = F (G(u)) = y1w1 + · · ·+ ymwm, wobei

y := (y1 . . . ym)T = Aw,u(F ◦G)z.
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Also
y = Aw,v(F )x = Aw,v(F )Av,u(G)z ,

und die Behauptung folgt, weil u ein beliebiger Vektor in U ist.

Es sei V = W , also HomK(V, V ) = EndK(V ). Wir haben folgendes

Korollar 5.2.4
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v = {v1, . . . , vn} eine Basis von
V und F ∈ EndK(V ). Dann

1. F = 1V genau dann, wenn Av,v(F ) = In;

2. F ist invertierbar (also F ∈ GLK(V )) genau dann, wenn Av,v(F ) invertierbar
ist (also Av,v(F ) ∈ GLn(K)). Falls F ∈ GLK(V ), dann

Av,v(F−1) = (Av,v(F ))−1 .

Beweis. 1. Falls F = 1V , dann natürlich Av,v(F ) = In. In der anderen Richtung
genügt es zu bemerken, dass falls Av,v(F ) = In, also falls F (vi) = vi für alle i =
1, . . . , n, dann F (v) = v für alle v ∈ V .

2. Nehmen wir an, dass F ∈ GLK(V ). Mit der Hilfe von 1. und Proposition
5.2.3 haben wir, dass

In = Av,v(1V ) = Av,v(F ◦ F−1) = Av,v(F )Av,v(F−1) .

Also Av,v(F ) ∈ GLn(K) und Av,v(F−1) = (Av,v(F ))−1 (Sehen Sie Bemerkung
4.2.5!).

Umgekehrt nehmen wir an, dass Av,v(F ) ∈ GLK(V ). Es sei B ∈ GLn(K) mit
Av,v(F )B = In. Es sei FB ∈ EndK(V ) die dazugehörige lineare Abbildung, also
FB = Lv,v(B) und B = Av,v(Lv,v(B)) (Sehen Sie den Beweis des Satzes 5.2.2).
Nach Proposition 5.2.3 erhalten wir, dass

Av,v(F ◦ Lv,v(B)) = Av,v(F )Av,v(Lv,v(B)) = In ,

und nach 1. haben wir, dass F ◦ Lv,v(B) = 1V , also ist F surjektiv. Nach Korollar
5.1.6 können wir schließen, dass F bijektiv ist.

Fragen und Vertiefungen 5.2.1
Im Abschnitt 2.2.2 haben wir eine Verbindung zwischen (linearen) Abbildungen und
Matrizen schon gesehen. Es sei V = Mn(R) mit der kanonischen Basis ∆ eingeführt
in Beispiel 3.2.6. Gegeben A ∈ Mn(R), es sei LA : Mn(R)→ Mn(R). Ist LA linear?
Was ist A∆,∆(LA)? Können Sie Korollar 5.2.4 benutzen, um zu beweisen, dass LA
invertierbar ist, genau dann, wenn A invertierbar ist? (Sehen Sie auch Proposition
2.2.2.)
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Definition 5.2.1
Es seien v,w zwei Basen des endlichdimensionalen Vektorraums V . Die Matrix
Aw,v(1V ) heißt die Basiswechselmatrix von v nach w.

Also, per definitionem, sind die Einträge der j-ten Spalte die Koordinaten
von vj bezüglich der Basis w = {w1, . . . , wn}, für jedes j = 1, . . . , n, wobei v =
{v1, . . . , vn}. Bemerken wir, dass gegeben v ∈ V , haben wir

v = x1v1 + . . .+ xnvn = 1V (v) = y1w1 + . . .+ ynwn ,

und nach Proposition 5.2.1 erhalten wir

y = Aw,v(1V )x ,

wobei y = (y1 . . . yn)T und x = (x1 . . . xn)T . Also erlaubt uns die Matrix Aw,v(1V )
die Koordinaten von v bezüglich der Basis w von den Koordinaten von v bezüglich
der Basis v zu erhalten.

Außerdem impliziert Proposition 5.2.3 und Korollar 5.2.4, dass

In = Av,v(1V ) = Av,w(1V )Aw,v(1V ) .

Die obige Gleichung beweist folgendes:

Lemma 5.2.5
Gegeben zwei Basen v und w eines endlichdimensionalen Vektorraums V , dann ist
die Basiswechselmatrix Aw,v(1V ) von v nach w invertierbar und

(Aw,v(1V ))−1 = Av,w(1V ) .

Vorlesung 22 - 19.01.2017

Es seien v1, . . . , vn Vektoren in V , aij ∈ K Skalare definiert durch

v1 = a11w1 + a21w2 + · · ·+ an1wn
... ...

vn = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ annwn,

und A ∈Mn(K) die Matrix

A =


a11 . . . a1n
a21 . . . a2n
... ...
an1 . . . ann

 .
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Formell können wir schreiben 
v1
...
vn

 = AT


w1
...
wn

 (5.2.2)

Falls {v1, . . . , vn} eine Basis von V ist, ist die Matrix A genau Aw,v(1V ). Außerdem
ist A in diesem Fall invertierbar (Lemma 5.2.5). Umgekehrt haben wir, dass

Lemma 5.2.6
Es sei A eine invertierbare Matrix und v1, . . . , vn Vektoren definiert durch (5.2.2).
Dann ist {v1, . . . , vn} eine Basis von V .

Beweis. Weil A invertierbar ist, ist AT auch invertierbar, und formell können wir
schreiben 

w1
...
wn

 = (AT )−1


v1
...
vn

 . (5.2.3)

Also {w1, . . . , wn} ⊆ spanK{v1, . . . , vn} und deshalb
spanK{w1, . . . , wn} ⊆ spanK{v1, . . . , vn} (Sehen Sie Fragen und Vertiefungen 3.2.2).
Weil {w1, . . . , wn} eine Basis von V ist, folgt es, dass spanK{v1, . . . , vn} = V . Jetzt
genügt es zu bemerken, dass ein Erzeugendensystem mit n = dim(V ) Elementen
eine Basis ist. (Wenn nicht, dann könnten wir eine Untermenge I = {i1, . . . , ik} ⊂
{1, . . . , n} finden, mit k < n, und Vektoren vi1 , . . . , vik , sodass spanK{vi1 , . . . , vik} =
V und vi1 , . . . , vik linear unabhängig sind. In diesem Fall hätten wir einen Wider-
spruch, weil dim(V ) = k < n wäre. Vergleichen Sie mit dem Beweis des Satzes
3.2.5.)

Eine wichtige Auswirkung des Lemmas 5.2.5 und 5.2.6 ist folgendes:

Korollar 5.2.7
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, v eine Basis von V und B die
Menge aller Basen von V . Es sei v = (v1 . . . vn)T der “Spaltenvektor” der Elemente
der Basis v. Dann

B = {Mv |M ∈ GLn(K)}.

Beweis. Mit Lemma 5.2.5 können wir die Inklusion “⊆” beweisen: Gegeben eine
Basis w, dann ist die Matrix M genau Av,w(1V )T . Lemma 5.2.6 beweist die andere
Inklusion “⊇”.

Fragen und Vertiefungen 5.2.2
Es sei V ein K-Vektorraum, wobei K entweder Q, R oder C ist, mit dimK(V ) = n >
0. Was ist die Kardinalität von B?
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Lineare Abbildungen von Kn nach Km

Es seien V = Kn und W = Km mit kanonischen Basen e = {e1, . . . , en} und
f = {f1, . . . , fm}. Jede Matrix B ∈Mm,n(K) definiert die lineare Abbildung

FB(x) = Bx (5.2.4)

wobei wir die Vektoren in Kn (bzw. in Km) mit der Menge der Spaltenvektoren
Mn,1(K) (bzw. Mm,1(K)) identifiziert haben.

Es ist leicht zu beweisen, dass Af ,e(FB) = B. Dies ist eine Folgerung aus der
folgenden Tatsache:

FB(ei) = B ei = Si, (5.2.5)
wobei Si die i-te Spalte von B ist. Bemerken Sie, dass falls e und f keine kanonischen
Basen von Kn und Km sind, dann Af ,e(FB) 6= B!

Nach (5.2.5) erhalten wir

r(FB) = dimK(Im(FB)) = dimK(spanK{FB(e1), . . . , FB(en)}) =
= dimK(spanK{S1, . . . , Sn}) = r(B) = r(Af ,e(FB)).

Wir bemerken, dass die Koordinaten des Vektors Bx homogene Polynome ersten
Grades in x1, . . . , xn sind.

Umgekehrt, gegeben m homogene Polynome ersten Grades
F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn), ist die Abbildung

F : Kn → Km

F (x1, . . . , xn) = (F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn))

eine lineare Abbildung.
Beispiel 5.2.2
Es sei

B =
(

1 2 0
3 4 −1

)
∈M2,3(R),

dann ist die lineare Abbildung FB : R3 → R2, definiert wie oben, gegeben durch

FB(x1, x2, x3) = (x1 + 2x2, 3x1 + 4x2 − x3) .

Wir bemerken noch einmal, dassB = Af ,e(FB), wobei e = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
und f = {(1, 0), (0, 1)} die kanonischen Basen bzw. von R3 und R2 sind.

Umgekehrt, sei F : R3 → R3 die Abbildung definiert als

F (x1, x2, x3) = (2x1 + 6x2 − x3, x2, x2 − x3) .

Dann ist F linear und F = FB, wobei

B =

 2 6 −1
0 1 0
0 1 −1

 ∈M3,3(R).
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Der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli

In Aufgabe 4.4 haben Sie schon den Satz von Kronecker-Rouché-Capelli be-
wiesen. Wir erinnern uns daran, dass der Satz uns sagt, dass gegeben eine Matrix
A ∈Mm,n(K)

A =


a11 . . . a1n
... ...
am1 . . . amn

 ,
ein Spaltenvektor b = (b1 . . . bm)T und Unbekannte x = (x1, . . . , xn)T , das lineare
Gleichungssystem

Ax = b (5.2.6)
eine Lösung hat genau dann, wenn r(A) = r(A|b), wobei (A|b) die augmentierte
Matrix ist, also

(A|b) =


a11 . . . a1n b1
... ...
am1 . . . amn bm

 .
In diesem Fall sagt uns der Satz, dass das System (5.2.6) ∞n−r(A) Lösungen hat.

Jetzt können wir einen zweiten Beweis dieses Satzes geben.
Es sei FA : Kn → Km die lineare Abbildung definiert in (5.2.4). Wir bemerken,

dass das System (5.2.6) eine Lösung hat genau dann, wenn b ∈ Im(FA). Wir haben
schon bemerkt, dass Im(FA) = spanK{FB(e1), . . . , FB(en)} = spanK{S1, . . . , Sn}.
Also können wir schließen, dass

b ∈ Im(FA) ⇐⇒ r(A) = r(A|b) .

(Warum ist die obige Äquivalenz wahr?) Wir möchten jetzt beweisen, dass falls
b ∈ Im(FA), das System (5.2.6) ∞n−r(A) Lösungen hat.

Wir erinnern uns daran, dass ein lineares Gleichungssystem ∞s Lösungen hat
genau dann, wenn die Menge der Lösungen von s unabhängigen Parametern abhängt
(Sehen Sie Abschnitt 1.3.1, insbesondere (1.3.5)).

(i) Zuerst bemerken wir, dass nach Proposition 1.3.2, ein lineares Gleichungssys-
tem (das Lösungen besitzt) ∞s Lösungen hat genau dann, wenn das dazuge-
hörige homogene lineare Gleichungssystem

Ax = 0 (5.2.7)

∞s Lösungen hat. In diesem Fall ist die Menge der Lösungen von (5.2.7) der
Gestalt

Σ0 := {(P1(t1, . . . , ts), . . . , Pn(t1, . . . , ts)), t1, . . . , ts ∈ K} ⊂ Kn ,

wobei P1, . . . , Pn homogene Polynome ersten Grades sind.
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Vorlesung 23 - 23.01.2017

(ii) Wir bemerken, dass diese Menge ein Untervektorraum von Kn ist: Σ0 ist genau
der Kern von FA! Außerdem ist dim(Σ0) = s. In der Tat seien

P1(t1, . . . , ts) = α11t1 + α12t2 + · · ·+ α1sts
... ...

Pn(t1, . . . , ts) = αn1t1 + αn2t2 + · · ·+ αnsts ,

für αij ∈ K. Dann

Σ0 = {t1(α11, . . . , αn1)+t2(α12, . . . , αn2)+· · ·+ts(α1s, . . . , αns), t1, . . . , ts ∈ K},

also
Σ0 = spanK{α1 = (α11, . . . , αn1), . . . , αs = (α1s, . . . , αns)} .

Die Unabhängigkeit dieser Vektoren ist eine Folgerung aus der Tatsache, dass
t1, . . . , ts unabhängige Parameter sind (Prüfen Sie nach!). Also dim(Σ0) = s.

(iii) Nach Satz 5.1.5 können wir schließen, dass

s = dim(Σ0) = dim(Ker(FA)) = n− r(FA) = n− r(A) .

Übung. Es sei V ein Vektorraum und e = {e1, e2, e3} eine Basis von V .
Es seien v = {v1, v2, v3} und w = {w1, w2, w3} zwei Teilmengen von V , wobei die
Koordinaten von v1 bezüglich der Basis e sind (1, 1, 0). Wir schreiben v1 = e(1, 1, 0).
Dann v2 = e(2, 1, 1), v3 = e(0,−2, 1), w1 = e(−1, 0, 1), w2 = e(1,−2,−3) und
w3 = e(1, 1, 1). Beweisen Sie, dass v und w Basen von V sind, und berechnen Sie
Aw,v(1V ) und Av,w(1V ).
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Es sei V ein K-Vektorraum von Dimension n, und v = {v1, . . . , vn} eine Basis.
In diesem Kapitel betrachten wir Endomorphismen von V . Es sei F ∈ EndK(V ).
Wir bezeichnen die Matrix Av,v(F ) nur mit Av(F ). Satz 5.2.2 gibt uns einen Iso-
morphismus von Vektorräumen

Av : EndK(V ) → Mn(K)
F 7→ Av(F ). (6.0.1)

Also, wenn die Basis v fest ist, können wir Endomorphismen von V mit den dazuge-
hörigen Matrizen identifizieren. Wir bemerken noch einmal, dass

Av(1V ) = In

und F ein Automorphismus ist genau dann, wenn Av(F ) invertierbar ist:

F ∈ GLK(V ) ⇐⇒ Av(F ) ∈ GLn(K) ,

(sehen Sie Korollar 5.2.4) und wir erhalten eine Bijektion

Av : GLK(V ) → GLn(K)

(Bemerken Sie, dass in obigem Fall, Av kein Isomorphismus ist! In der Tat haben
GLK(V ) und GLn(K) keine Struktur von Vektorräumen.)

Die Determinante eines Endomorphismus

In diesem Abschnitt wollen wir die Determinante det(F ) eines Endomorphis-
mus F von V definieren. Die Idee ist, den Isomorphismus (6.0.1) zu benutzen. Aber
wir sollen zuerst beweisen, dass det(Av(F )) unabhängig von der Basis v ist. Wir
schreiben F : V → V als

V
1V−→ V

F−→ V
1V−→ V ,

wobei die gewählten Basen bzw. w,v,v,w sind. Nach Proposition 5.2.3 und Korollar
5.2.4 erhalten wir, dass

Aw(F ) = Aw,v(1V )Av(F )Av,w(1V ) = (Av,w(1V ))−1Av(F )Av,w(1V ) . (6.0.2)

Nach dem Satz 4.2.5 folgt, dass det
(

(Av,w(1V ))−1
)

= det
(
Av,w(1V )

)−1
, also und

(6.0.2) impliziert, dass

det
(
Aw(F )

)
= det

(
Av(F )

)
. (6.0.3)

Gleichung (6.0.2) beweist, dass det
(
Av(F )

)
von der Basis v ist, und wir bezeichnen

sie mit det(F ) .

Definition 6.0.1
Es sei F ∈ EndK(V ) ein Endomorphismus von V . Dann nennen wir det(F ) ∈ K die
Determinante des Endomorphismus F .
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Ähnliche Matrizen

Definition 6.0.2
Wir sagen, dass zwei Matrizen A,B ∈ Mn(K) ähnlich (oder konjugiert) sind, falls
es eine invertierbare Matrix M ∈ GLn(K) gibt, sodass

B = M−1AM .

Wir schreiben A ∼ B

Bemerkung 6.0.1 (i) Gegeben F ∈ EndK(V ) und Basen v,w von V , impliziert
(6.0.2), dass die Matrizen Av(F ) und Aw(F ) ähnlich sind.

(ii) Wir bemerken, dass det(A) = det(B) wenn A ∼ B.

Lemma 6.0.1
∼ ist eine Äquivalenzrelation auf Mn(K).

Beweis. (Reflexivität) A ∼ A, weil A = I−1
n AIn.

(Symmetrie) Es seien A,B ∈ Mn(K) mit A ∼ B, also existiert M ∈ GLn(K)
sodass B = M−1AM . Diese Gleichung ist äquivalent zu MB = MM−1AM = AM ,
und zu MBM−1 = AMM−1 = A, also A = MBM−1 = (M−1)−1BM−1, und
B ∼ A.

(Transitivität) Es seien A,B,C ∈ Mn(K), sodass A ∼ B und B ∼ C. Dann
existieren M1,M2 ∈ GLn(K) sodass B = M−1

1 AM1 und C = M−1
2 BM2, also C =

M−1
2 M−1

1 AM1M2 = (M1M2)−1A(M1M2), und A ∼ C.

Vorlesung 24 - 26.01.2017

Proposition 6.0.2
Es seien A,B ∈ Mn(K) und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind A
und B genau dann ähnlich, wenn es einen Endomorphismus F ∈ EndK(V ) und
Basen v = {v1, . . . , vn} und w = {w1, . . . , wn} von V gibt, mit A = Av(F ) und
B = Aw(F ).

Beweis. Wir haben schon bemerkt, dass die Matrizen Av(F ), Aw(F ) bezüglich ver-
schiedener Basen v,w eines Endomorphismus F ähnlich sind. (Bemerkung 6.0.1
(i).)

Umgekehrt, seien A und B ähnliche Matrizen. Es sei v eine Basis von V ,
und F := Lv,v(A); dann A = Av(F ) (Sehen Sie den Beweis des Satzes 5.2.2). Wir
wollen eine Basis w von V finden, sodass B = Aw(F ). Um w = {w1, . . . , wn} zu
finden, benutzen wir Gleichung (6.0.2). Es sei M ∈ GLn(K), sodass B = M−1AM .
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A-posteriori muss M = Av,w(1V ) gelten. Deshalb sei wi der Vektor in V , dessen
Koordinaten bezüglich der Basis v genau die Elemente der i-ten Spalte von M sind,
also wi = m1iv1 + · · · + mnivn, für jedes i = 1, . . . , n. Da M invertierbar ist,
impliziert Korollar 5.2.7, dass w = {w1, . . . , wn} eine Basis von V ist. Außerdem ist
per definitionem von w die Matrix M genau Av,w(1V ), und nach Gleichung (6.0.2)
haben wir

Aw(F ) = (Av,w(1V ))−1Av(F )Av,w(1V ) = M−1AM = B .

6.1 Diagonalisierbare Endomorphismen und
diagonalisierbare Matrizen

Definition 6.1.1 (a) EineDiagonalmatrix ist eine quadratische MatrixD ∈Mn(K),
bei der alle Einträge außerhalb der Hauptdiagonale Null sind. Äquivalent
gesagt, wenn D = (dij), dann ist D eine Diagonalmatrix genau dann, wenn
dij = 0 für alle i 6= j, also

D =


d11 0 · · · 0
0 d22 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · dnn

 =: diag(d11, d22, . . . , dnn) .

(b) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus F ∈
EndK(V ) heißt diagonalisierbar, falls es eine Basis v von V gibt, sodass Av(F )
eine Diagonalmatrix ist, also

Av(F ) =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · λn

 .

(c) Eine quadratische Matrix A ∈Mn(K) heißt diagonalisierbar, wenn sie ähnlich
zu einer Diagonalmatrix ist, also wenn es eine Matrix M ∈ GLn(K) und
λ1, . . . , λn ∈ K gibt, sodass

M−1AM = diag(λ1, . . . , λn) .

Bemerkung 6.1.1
Proposition 6.0.2 impliziert, dass F ∈ EndK(V ) diagonalisierbar ist genau dann,
wenn Av(F ) diagonalisierbar ist.

Insbesondere, sei V = Kn und B ∈Mn(K). Dann ist B diagonalisierbar genau
dann, wenn die Abbildung FB definiert in (5.2.4) diagonalisierbar ist.
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Es sei F ∈ EndK(V ) ein diagonalisierbarer Endomorphismus und v = {v1, . . . , vn}
eine Basis von V . Dann

F (vi) = λivi für alle i = 1, . . . , n (6.1.1)

genau dann, wenn Av(F ) = diag{λ1, . . . , λn}.
In diesem Abschnitt werden wir verstehen, wann ein Endomorphismus (oder

eine Matrix) diagonalisierbar ist.

Beispiel 6.1.1
In Aufgabe 5.4 haben Sie bewiesen, dass falls dimK(V ) = 1 jeder Endomorphismus
F : V → V der Gestalt F = λ1V ist (wobei λ ∈ K). Also, jeder Endomorphis-
mus eines eindimensionalen K-Vektorraums ist diagonalisierbar. (In diesem Fall ist
Av(F ) diagonal, für jede Basis v!).

Falls dimK(V ) > 1, kann man Endomorphismen finden, die nicht diagonal-
isierbar sind. Um diagonalisierbare Endomorphismen zu charakterisieren brauchen
wir mehr Theorie.

Definition 6.1.2

• Es sei V ein K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Ein Vektor v ∈ V heißt
Eigenvektor, falls v 6= 0 und gibt es ein λ ∈ K, sodass

F (v) = λv .

Der Skalar λ heißt Eigenwert von F , und wir sagen, dass v ein Eigenvektor
zum Eigenwert λ ist.
Die Menge der Eigenwerte von F wird Spektrum genannt und σ(F ) geschrieben,
also

σ(F ) = {λ ∈ K | ∃v ∈ V \ {0}, F (v) = λv} .

• Es sei A ∈ Mn(K). Ein Eigenvektor x ∈ Kn von A ist ein Eigenvektor der
linearen Abbildung FA : Kn → Kn definiert in (5.2.4). Ähnlich, ein Eigenwert
λ ∈ K von A ist ein Eigenwert von FA. Falls x ∈ Kn ein Eigenvektor zum
Eigenwert λ ∈ K ist, dann haben wir

Ax = λx ,

wobei x als Spaltenvektor betrachtet wird.

Beispiel 6.1.2
Es seien V ein K-Vektorraum und F der Endomorphismus λ1V , wobei λ ∈ K. Dann
ist jeder Vektor v ∈ V \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert λ.

Es sei F : V → V ein Endomorphismus, der nicht injektiv ist. Dann ist jeder
Vektor in Ker(F ) \ {0} 6= ∅ ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
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Bemerkung 6.1.2
Die Voraussetzung v 6= 0 in der Definition eines Eigenvektors von F ist wichtig, weil
sie die Eindeutigkeit des Eigenwerts des Eigenvektors v impliziert. In der Tat, sei
v ∈ V \ {0} ein Eigenvektor zum λ ∈ K und µ ∈ K, dann F (v) = λv = µv, also
(λ− µ)v = 0. Weil v 6= 0, erhalten wir λ = µ. (Falls v = 0, dann (λ− µ)0 = 0 für
alle λ, µ ∈ K.)

Der Eigenraum zu einem Eigenwert

Es sei λ ∈ σ(F ) ein Eigenwert von F . Wir definieren

Vλ(F ) = {v ∈ V | v ist ein Eigenvektor zum Eigenwert λ} ∪ {0} ⊆ V .

Wir nennen Vλ(F ) den Eigenraum von F zum Eigenwert λ. Die nächste Proposition
sagt uns, dass Vλ(F ) eine wichtige Struktur hat.

Proposition 6.1.1
Vλ(F ) ist ein Untervektorraum von V .

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass Vλ(F ) 6= ∅, weil 0 ∈ Vλ(F ). Wir sollen beweisen,
dass gegeben beliebige Skalare k1, k2 ∈ K und Vektoren v1, v2 ∈ Vλ(F ), dann k1v1 +
k2v2 ∈ Vλ(F ). Falls k1v1 + k2v2 = 0, dann nach der Definition von Vλ(F ) können
wir schließen, dass k1v1 + k2v2 ∈ Vλ(F ). Falls nicht, dann sollen wir beweisen, dass
F (k1v1 + k2v2) = λ(k1v1 + k2v2). Wir haben

F (k1v1 + k2v2) = k1F (v1) + k2F (v2) = k1λv1 + k2λv2 = λ(k1v1 + k2v2),

und die Behauptung folgt.

Gegeben A ∈ Mn(K), dann nennen wir Vλ(A) den Eigenraum von A zum
Eigenwert λ, wobei Vλ(A) := Vλ(FA).

Proposition 6.1.2
Es sei F ∈ EndK(V ) und v1, . . . , vk ∈ V Eigenvektoren von F zu den Eigenwerten
λ1, . . . , λk. Falls λi 6= λj für alle i 6= j, dann sind v1, . . . , vk linear unabhängig.

Also sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhängig.

Beweis. Wir beweisen die Proposition mit Induktion nach k. Falls k = 1, dann
ist v1 linear unabhängig, weil v1 6= 0 (Aufgabe 3.9 a)). Jetzt nehmen wir an, dass
k ≥ 2. Es seien α1, . . . , αk Skalare und

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk = 0 . (6.1.2)

Also

0 = F (0) = F (α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk) = λ1α1v1 + λ2α2v2 · · ·+ λkαkvk. (6.1.3)
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Andererseits, wenn wir (6.1.2) durch λ1 multiplizieren, erhalten wir

λ1α1v1 + λ1α2v2 · · ·+ λ1αkvk = 0. (6.1.4)

Wenn man die Gleichung (6.1.4) von (6.1.3) subtrahiert, dann haben wir

α2(λ2 − λ1)v2 + · · ·+ αk(λk − λ1)vk = 0 .

Nach Induktion sind die Eigenvektoren v2, . . . , vk linear unahängig, also muss
αi(λi − λ1) = 0 gelten, für alle i = 2, . . . , k. Weil λi 6= λ1 für alle i ≥ 2, folgt es,
dass αi = 0 für alle i = 2, . . . , k. Nach (6.1.2) haben wir, dass α1 = 0, weil v1 6= 0.
Also müssen alle Skalare α1, α2, . . . , αk Null sein, und die Behauptung folgt.

Vorlesung 25 - 30.01.2017

Proposition 6.1.3
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Nehmen wir an,
dass jeder v ∈ V \ {0} ein Eigenvektor von F ist. Dann existiert λ ∈ K, sodass
F = λ1V .

Beweis. Falls dimK(V ) = 1, dann haben wir schon bemerkt, dass ein λ ∈ K existiert,
sodass F = λ1V (Aufgabe 5.4). Also können wir annehmen, dass dimK(V ) ≥ 2. Es
sei {v1, . . . , vn} eine Basis von V . Nach Voraussetzung existieren λ1, . . . , λn ∈ K
(nicht unbedingt unterschiedlich), sodass F (vi) = λivi für alle i = 1, . . . , n. Zuerst
wollen wir beweisen, dass λ1 = . . . = λn. Seien 1 ≤ i 6= j ≤ n und vij := ei + ej.
Nach Voraussetzung existiert λij ∈ K, sodass

F (vij) = λijvij = λij(ei + ej).

Andererseits, durch Linearität von F , erhalten wir

F (vij) = F (ei + ej) = F (ei) + F (ej) = λiei + λjej.

Mit Hilfe der obigen Gleichungen haben wir (λij − λi)ei + (λij − λj)ej = 0. Weil
ei, ej linear unabhängig sind, erhalten wir λij = λi = λj. Weil i und j beliebig sind,
haben wir, dass λ1 = . . . = λn; nennen wir diesen Skalar λ. Weil F (ei) = λei für alle
i = 1, . . . , n, und weil {e1, . . . , en} eine Basis von V ist, haben wir, dass F (v) = λv
für alle v ∈ V , also F = λ1V .
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6.1.1 Das charakteristische Polynom
In diesem Abschnitt betrachten wir eine Methode, um Eigenwerte und Eigen-

vektoren eines Endomorphismus F zu finden. Ein wichtiges Konzept ist gegeben
durch das charakteristische Polynom. Um die Definition dieses Polynoms zu recht-
fertigen, brauchen wir folgende:

Proposition 6.1.4
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Ein Skalar λ ∈ K
ist ein Eigenwert von F genau dann, wenn der Endomorphismus

F − λ1V : V → V

definiert als (F − λ1V )(v) = F (v)− λ(v) für alle v ∈ V , nicht injektiv ist.

Bemerkung 6.1.3
Nach Korollar 5.1.6, ist G := F −λ1V nicht injektiv genau dann, wenn G /∈ GLK(V )
(also, wenn G kein Automorphismus ist). Nach Korollar 5.2.4, G /∈ GLK(V ) genau
dann, wenn Av,v(G) /∈ GLn(K), wobei v eine beliebige Basis von V ist. Ferner, nach
Satz 4.2.5, gilt Av,v(G) /∈ GLn(K) genau dann, wenn det(Av,v(G)) = det(G) = 0.
Also können wir Proposition 6.1.4 neu fassen:

Ein Skalar λ ∈ K ist ein Eigenwert von F genau dann, wenn det(F − λ1V ) = 0.

Beweis. Der Endomorphismus F − λ1V ist nicht injektiv genau dann, wenn
Ker(F −λ1V ) 6= {0}, also genau dann, wenn ein Vektor v ∈ V \{0} existiert, sodass
(F − λ1V )(v) = 0. Diese Gleichung ist äquivalent zu

F (v) = λv

und v ∈ Ker(F − λ1V ) \ {0} ist ein Eigenvektor von F .

Um die Proposition 6.1.4 zu benutzen, müssen wir eine Basis v = {v1, . . . , vn}
wählen, um det(Av,v(F − λ1V )) explizit zu berechnen. Es sei

A := Av,v(F ) =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 .

Da Av,v(F − λ1V ) = Av,v(F )− Av,v(λ1V ), und

Av,v(λ1V ) = diag(λ, λ, . . . , λ),
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haben wir, dass

Av,v(F − λ1V ) =


a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
... . . . ...
an1 an2 . . . ann − λ

 .

Diese Berechnung begründet folgende:

Definition 6.1.3
Es sei A ∈ Mn(K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten aij, 1 ≤ i, j ≤ n, und
x eine Unbekannte. Die Determinante der Matrix

A− xIn =


a11 − x a12 . . . a1n
a21 a22 − x . . . a2n
... . . . ...
an1 an2 . . . ann − x


ist ein Polynom PA(x) ∈ K[x] und heißt charakteristisches Polynom der Matrix A.

Wir wollen das charakteristische Polynom eines Endomorphismus F definieren.
Die Idee ist die Matrix A := Av,v(F ) zu benutzen um PF (x) als PA(x) zu definieren.
Aber diese Matrix hängt von der Basis v ab. Wir erinnern uns daran, dass zwei Ma-
trizen Av,v(F ) und Aw,w(F ) bezüglich verschiedener Basen v und w von V ähnlich
sind (Sehen Sie Bemerkung 6.0.1). Dann, um PF (x) zu definieren, brauchen wir nur
das folgende:

Lemma 6.1.5
Gegeben zwei ähnliche Matrizen A und B, gilt

PA(x) = PB(x) .

Beweis. Es sei M ∈ GLn(K), sodass B = M−1AM . Dann

B − xIn = M−1AM − xIn = M−1AM − xM−1InM = M−1(A− xIn)M .

Nach Satz 4.2.5 erhalten wir, dass det(B−xIn) = det(A−xIn), und die Behauptung
folgt.

Definition 6.1.4
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ).
Das charakteristische Polynom von F , bezeichnet mit PF (x) ∈ K[x], ist das charak-
teristische Polynom der Matrix A = Av,v(F ), wobei v eine beliebige Basis von V
ist.

Noch einmal, nach Lemma 6.1.5 ist dieses Polynom unabhängig von der Basis v.
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Bemerkung 6.1.4
Das charakteristische Polynom PF (x) ist ein Polynom n-ten Grades. Der Koeffizient
von xn ist (−1)n (Übung).

Die folgende wichtige Behauptung wird in der Vorlesung Algebra bewiesen:

Satz 6.1.6
Ein Polynom P (x) ∈ K[x] n-ten Grades hat höchstens n verschiedene Nullstellen
x1, . . . , xk ∈ K, d. h. es gibt höchstens n verschiedene Skalare xi ∈ K, i = 1, . . . , k ≤
n, sodass P (xi) = 0.

Mit obigem Satz können wir folgendes Korollar beweisen:

Korollar 6.1.7
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Dann ist λ ∈ K ein
Eigenwert von F genau dann, wenn λ eine Nullstelle von PF (x) ist. Insbesondere
besitzt F höchstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine Folgerung der Proposition 6.1.4 (und der
äquivalenten Bemerkung 6.1.3) und der Definition von PF (x). Die zweite eine Fol-
gerung des Satzes 6.1.6.

Dieses Korollar gibt uns eine Methode, um die Eigenwerte von F ∈ EndK(V )
zu finden: wir müssen die Nullstellen von PF (x) berechnen.

Bemerkung 6.1.5
Gegeben ein Körper K, dann kann ein Polynom P (x) ∈ K[x] keine Nullstellen
besitzen. Zum Beispiel, sei K = R und P (x) = x2 + 1. Dann besitzt P keine
reellen Nullstellen. Aber, falls K = C, besagt der Fundamentalsatz der Algebra,
dass jedes nicht konstante Polynom P (x) ∈ C[x] mindestens eine Nullstelle besitzt.
Zum Beispiel, hat das Polynom P (x), betrachtet als Polynom in C[x], die Nullstellen
±i.

Beispiel 6.1.3

1. Das charakteristische Polynom der Einheitsmatrix In ist gegeben durch

PIn(x) = (1− x)n .

Also ist 1 ∈ K der einzige Eigenwert der Matrix In (wie wir schon wissen!).

2. Das charakteristische Polynom der Nullmatrix O ∈Mn(K) ist gegeben durch

PO(x) = (−1)nxn .

Also ist 0 ∈ K der einzige Eigenwert der Matrix O (wie wir schon wissen!!).
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3. Das charakteristische Polynom der Matrix

A =
(

0 1
−1 0

)
ist gegeben durch PA(x) = x2 +1. Dieses Polynom besitzt keine Nullstelle falls
K = R. Also hat die Matrix A keine Eigenwerte (und keine Eigenvektoren),
wenn betrachtet als reelle Matrix. Falls K = C dann hat A Eigenwerte ±i.

Vorlesung 26 - 02.02.2017

4. Wir erinnern uns daran, dass eine obere Dreiecksmatrix A+ = (aij) ∈ Mn(K)
die Gleichungen aij = 0 für alle i > j erfüllt, also ist A+ der Gestalt

A+ =



a11 a12 a13 . . . a1n
0 a22 a23 . . . a2n
0 0 a33 . . . a3n
... . . . ...
0 0 0 . . . ann


und alle Einträge von A+ unterhalb der Hauptdiagonale sind Null. In Auf-
gabe 4.7 haben Sie bewiesen, dass det(A+) = a11a22 · · · ann. Da xIn eine obere
Dreiecksmatrix ist, und da die Differenz zwischen zwei oberen Dreiecksma-
trizen noch eine obere Dreiecksmatrix ist, erhalten wir, dass A+ − xIn eine
obere Dreiecksmatrix ist und

PA+(x) = (a11 − x)(a22 − x) · · · (ann − x) .

Es sei A− = (aij) ∈ Mn(K) eine untere Dreiecksmatrix, also aij = 0 für alle
i < j, und A− ist der Gestalt

A− =



a11 0 0 . . . 0
a21 a22 0 . . . 0
a31 a32 a33 . . . 0
... . . . ...
an1 an2 an3 . . . ann

 .

Dann erhalten wir, dass
PA−(x) = (a11 − x)(a22 − x) · · · (ann − x) .

(Warum?) Wir können schließen, dass die Eigenwerte einer oberen oder un-
teren Dreiecksmatrix genau die Einträge der Hauptdiagonale a11, a22, . . . , ann
sind.
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Die folgende Proposition ist eine Folgerung von (6.1.1):

Proposition 6.1.8
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Dann ist F diago-
nalisierbar genau dann, wenn V eine Basis {v1, . . . , vn} besitzt, sodass F (vi) = λivi.

Folgender Satz ist sehr wichtig, und gibt uns eine Methode um zu verstehen,
wann F ∈ EndK(V ), oder wann A ∈Mn(K), diagonalisierbar ist.

Satz 6.1.9
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Es sei σ(F ) =
{λ1, . . . , λk} das Spektrum von F . Dann gilt die folgende Ungleichung:

dimK(Vλ1(F )) + · · ·+ dimK(Vλk
(F )) ≤ n , (6.1.5)

und die Gleichung gilt genau dann, wenn F diagonalisierbar ist.

Gegeben λ ∈ σ(F ), dann heißt die Dimension d(λ) von Vλ(F ) die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts λ.

Beweis. Es sei d(i) := d(λi) die Dimension von Vλi
(F ) und {vi1, . . . , vid(i)} eine Basis

von Vλi
(F ), für alle i = 1, . . . , k. Nach Satz 3.2.7, um (6.1.5) zu beweisen, genügt

es zu zeigen, dass die Vektoren

v11, . . . , v1d(1), v21, . . . , v2d(2), . . . , vk1, . . . , vkd(k) (6.1.6)

linear unabhängig sind. Es sei

α11v11+· · ·+α1d(1)v1d(1)+α21v21+· · ·+α2d(2)v2d(2)+· · ·+αk1vk1+· · ·+αkd(k)vkd(k) = 0
(6.1.7)

eine Null-lineare Kombination, wobei αij ∈ K für alle i, j. Wir definieren vi als
αi1vi1 + · · ·+ αid(i)vid(i) ∈ Vλi

(F ), für alle i = 1, . . . , k. Wir können (6.1.7) als

v1 + v2 + · · ·+ vk = 0 (6.1.8)

schreiben. Wir bemerken, dass vi = 0 genau dann, wenn αi1 = . . . = αid(i) = 0,
für alle i = 1, . . . , k. Also, um zu beweisen, dass die Vektoren in (6.1.6) lin-
ear unabhängig sind, genügt es zu beweisen, dass v1 = v2 = . . . = vk = 0.
Falls die Vektoren v1, . . . , vk nicht alle Null wären, dann nach (6.1.8) hätte die
Menge {v1, v2, . . . , vk} \ {0} mindestens zwei Elemente. Nennen wir diese Elemente
vh1 , . . . , vhl

, für ein l ≤ k. In diesem Fall, nach (6.1.8) würden wir erhalten, dass
vh1 + · · · + vhl

= 0. Also wären vh1 , . . . , vhl
linear abhängig. Aber liegen die vhi

in
verschiedenen Eigenräumen, und nach Proposition 6.1.2 ist dies ein Widerspruch.

Um die letzte Behauptung zu beweisen, bemerken wir, dass falls d(1) + · · · +
d(k) = n, sind die Vektoren in (6.1.6) eine Basis v von V , und Av(F ) ist eine
Diagonalmatrix. Also ist F diagonalisierbar. Umgekehrt, falls F diagonalisierbar
ist, dann kann man beweisen, dass die Gleichung d(1) + · · · + d(k) = n gelten
muss.
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Als Folgerung haben wir:

Korollar 6.1.10
Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Falls F n ver-
schiedene Eigenwerte besitzt, dann ist F diagonalisierbar.

Beweis. Weil dimK(Vλ(F )) ≥ 1 für alle λ ∈ σ(F ), wenn |σ(F )| = n erhalten wir∑
λ∈σ(F )

dimK(Vλ(F )) ≥ n .

Nach (6.1.5) haben wir, dass die Gleichung gelten muss, und Satz 6.1.9 impliziert,
dass F diagonalisierbar ist.

Fragen und Vertiefungen 6.1.1
Korollar 6.1.10 sagt uns, dass falls |σ(F )| = n, dann ist F diagonalisierbar. Können
wir sagen, dass falls F diagonalisierbar ist, dann |σ(F )| = n?

Beispiel 6.1.4
In Beispiel 6.1.3, 4. haben wir schon bemerkt, dass das charakteristische Polynom
einer oberen Dreiecksmatrix A+ das Polynom PA+(x) = (a11−x)(a22−x) · · · (ann−x)
ist. Also sind die Eigenwerte von A+ genau a11, . . . , ann. Nach Korollar 6.1.10 folgt
es, dass falls aii 6= ajj für alle i 6= j, dann ist A+ diagonalisierbar.

Falls aii = ajj für i 6= j, dann kann A+ nicht diagonalisierbar sein. Zum
Beispiel, es sei

A+ :=


0 ∗ · · · ∗
0 0 · · · ∗
... . . . ...
0 0 · · · 0

 ,
wobei nicht alle ∗ Null sind. Dann ist A+ nicht diagonalisierbar. In der Tat, weil
aii = 0 für alle i, ist der einzige Eigenwert gleich Null. Falls A+ diagonalisierbar
wäre, dann wäre sie ähnlich zu der Nullmatrix O. Aber, falls B ∼ O, dann ist
B = O, weil B = M−1OM = O für alle M ∈ GLn(K)! Weil A+ 6= O, erhalten wir
einen Widerspruch.

Eine Methode um die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume zu finden

Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ EndK(V ). Wir möchten
die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenräume von F finden. Es sei v = {v1, . . . , vn}
eine Basis von V .

1. Dann sind die Eigenwerte von F genau die Eigenwerte von Av(F ) =: A, also,
die Nullstellen von PA(x).
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2. Die Eigenvektoren von F sind per definitionem die Vektoren v 6= 0, sodass
F (v) = λv. Falls (x1, . . . , xn) die Koordinaten von v bezüglich der Basis v
sind, dann für jeden Eigenwert λ, ist die Gleichung F (v) = λv äquivalent zu

A


x1
...
xn

 = λ


x1
...
xn

 ⇐⇒ (A− λIn)


x1
...
xn

 =


0
...
0

 (6.1.9)

(Sehen Sie Proposition 5.2.1) Also können wir schließen, dass die Koordinaten
(bezüglich der Basis v) der Eigenvektoren zum Eigenwert λ genau die Lösun-
gen des homogenen linearen Gleichungssystems (6.1.9) sind.

3. Wir bemerken, dass (6.1.9) nicht nur die triviale Lösung besitzt! In der
Tat, sagt der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli, dass (6.1.9) ∞n−r(A−λIn)-
Lösungen besitzt. Weil A−λIn nicht invertierbar ist (det(A−λIn) = PA(λ) =
0), dann ist r(A− λIn) < n.
Es sei Σ0(λ) die Menge der Lösungen des Systems (6.1.9). Wir haben schon
bemerkt, dass dim(Σ0(λ)) = n− r(A− λIn) (Sehen Sie Vorlesung 23). Außer-
dem, können wir Σ0(λ) mit Vλ(F ) identifizieren durch Σ0 3 (x1, . . . , xn) →
x1v1 + · · ·+ xnvn ∈ Vλ(F ), und dann

d(λ) = dimK(Vλ(F )) = dimK(Σ0(λ)) = n− r(A− λIn). (6.1.10)

Für jedes λ ∈ σ(F ) finden wir eine Basis {vλ1, . . . , vλd(λ)} des Eigenraums
Vλ(F ).

4. Falls ∑
λ∈σ(F )

d(λ) =
∑

λ∈σ(F )
(n− r(A− λIn)) = n,

impliziert Satz 6.1.9, dass F diagonalisierbar ist und die Basis v′, sodass die
Matrix Av′(F ) diagonal ist, ist gegeben durch⋃

λ∈σ(F )
{vλ1, . . . , vλd(λ)}.

(Sehen Sie den Beweis des Satzes 6.1.9.)

Vorlesung 27 - 06.02.2017
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Übung. Es sei A ∈M3(R) die Matrix

A =

 1 0 0
−3 3 0

3 2 2

 .
Finden Sie das charakteristische Polynom PA(x), die Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenräume von A. Ist A diagonalisierbar?

Bemerkung 6.1.6
Spezielle Eigenwerte

• (λ = 0) Gegeben eine Matrix A ∈ Mn(K), falls 0 ∈ σ(A), dann sind die
Eigenvektoren x ∈ Kn (wir betrachten x als Spaltenvektor) zum Eigenwert
λ = 0 genau die Vektoren im Kern von A, also die Vektoren die

Ax = 0 (6.1.11)

erfüllen.
Weil 0 6= x ∈ V0(A), dann hat das System nicht nur die triviale Lösung.
Übung Beweisen Sie, dass A ∈ Mn(K) invertierbar ist genau dann, wenn
0 /∈ σ(A).

• (λ = 1) Gegeben eine nicht-leere Menge X und eine Abbildung f : X → X,
ein Fixpunkt von f ist ein x ∈ X, sodass f(x) = x.
Falls X ein Vektorraum V ist, und f = F ein Endomorphismus von V , dann
ist v ∈ V ein Fixpunkt von F genau dann, wenn F (v) = v oder, äquivalent
gesagt, wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Wir bemerken, dass
falls der Körper K unendlich viele Elemente besitzt, und falls 1 ∈ σ(F ), dann
besitzt die Menge der Fixpunkte unendlich viele Elemente.

Beispiel 6.1.5
Achsenspiegelungen in R2 Es sei l eine Ursprungsgerade, d.h. eine Gerade, die
durch den Ursprung 0 ∈ R2 verläuft. Es sei S : R2 → R2 die Achsenspiegelung durch
l. Diese Abbildung ist linear. Dann sind die Fixpunkte von S genau die Vektoren in
l (wir identifizieren die Punkte in l mit den Vektoren in R2 von 0 nach einem Punkt
in l). Also ist λ = 1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum gegeben durch l. Es sei l′
die Ursprungsgerade, die senkrecht auf l ist. Dann S(v) = −v für alle v ∈ l′. Also
ist λ = −1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum l′. Weil dimR(l) = dimR(l′) = 1,
dann ist S diagonalisierbar.
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