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Es sei V ein K-Vektorraum von Dimension n, und v = {vy, ..., v,} eine Basis.
In diesem Kapitel betrachten wir Endomorphismen von V. Es sei F' € Endg(V).
Wir bezeichnen die Matrix A, y(F) nur mit A, (F). Satz 5.2.2 gibt uns einen Iso-
morphismus von Vektorrdumen

Ay: Endg(V) — M, (K)

F o AJ(F). (6.0-1)

Also, wenn die Basis v fest ist, konnen wir Endomorphismen von V' mit den dazuge-
horigen Matrizen identifizieren. Wir bemerken noch einmal, dass

Av(ly) =1,
und F' ein Automorphismus ist genau dann, wenn A, (F) invertierbar ist:
FeGLg(V) < A (F) € GL,(K),
(sehen Sie Korollar 5.2.4) und wir erhalten eine Bijektion
Ay: GLg(V) — GL,(K)

(Bemerken Sie, dass in obigem Fall, A, kein Isomorphismus ist! In der Tat haben
GLx(V) und GL,(K) keine Struktur von Vektorrdumen.)

Die Determinante eines Endomorphismus

In diesem Abschnitt wollen wir die Determinante det(F') eines Endomorphis-
mus F' von V definieren. Die Idee ist, den Isomorphismus (6.0.1) zu benutzen. Aber
wir sollen zuerst beweisen, dass det(Ay(F')) unabhingig von der Basis v ist. Wir
schreiben F': V — V als

vy LSy My,

wobei die gewahlten Basen bzw. w, v, v, w sind. Nach Proposition 5.2.3 und Korollar
5.2.4 erhalten wir, dass

AW(F) - AW,V(1V)AV<F)Av,W(1V) = (Av,w(1V))_1AV(F)AV,W<1V>‘ (6'0'2)

Nach dem Satz 4.2.5 folgt, dass det <(Av,w(1v))1> = det (Aww(lv))_l, also und
(6.0.2) impliziert, dass

det (A (F)) = det (Ay(F)). (6.0.3)
Gleichung (6.0.2) beweist, dass det (AV(F )) von der Basis v ist, und wir bezeichnen
sie mit det(F) .

Definition 6.0.1
Es sei F' € Endg (V') ein Endomorphismus von V. Dann nennen wir det(F') € K die
Determinante des Endomorphismus F.
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Ahnliche Matrizen

Definition 6.0.2
Wir sagen, dass zwei Matrizen A, B € M,,(K) dhnlich (oder konjugiert) sind, falls
es eine invertierbare Matrix M € GL,(K) gibt, sodass

B=M"1AM.
Wir schreiben A ~ B

Bemerkung 6.0.1 (i) Gegeben F' € Endg (V) und Basen v, w von V| impliziert
(6.0.2), dass die Matrizen Ay (F) und Ay (F') &hnlich sind.

(ii) Wir bemerken, dass det(A) = det(B) wenn A ~ B.

Lemma 6.0.1
~ ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

Beweis. (Reflexivitiat) A ~ A, weil A = I1AIL,.

(Symmetrie) Es seien A, B € M, (K) mit A ~ B, also existiert M € GL,(K)
sodass B = M~'AM. Diese Gleichung ist dquivalent zu MB = MM *AM = AM,
und zu MBM™! = AMM™ = A, also A = MBM™' = (M Y)"'BM~!, und
B~ A.

(Transitivitat) Es seien A, B,C € M, (K), sodass A ~ B und B ~ C. Dann
existieren My, My € GL,(K) sodass B = M;*AM; und C = M, 'BMj,, also C' =
My MY AM My = (MyMy) Y A(MyMy), und A ~ C. O

Vorlesung 24 - 26.01.2017

Proposition 6.0.2

Es seien A, B € M, (K) und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind A
und B genau dann dhnlich, wenn es einen Endomorphismus F € Endg(V) und
Basen v = {vy,...,v,} und w = {wq,...,w,} von V gibt, mit A = Ay(F) und
B = Ay (F).

Beweis. Wir haben schon bemerkt, dass die Matrizen A (F'), Aw(F') beziiglich ver-
schiedener Basen v, w eines Endomorphismus F' dhnlich sind. (Bemerkung 6.0.1

().

Umgekehrt, seien A und B ahnliche Matrizen. Es sei v eine Basis von V,
und F := Lyy(A); dann A = Ay (F') (Sehen Sie den Beweis des Satzes 5.2.2). Wir
wollen eine Basis w von V finden, sodass B = Ay (F). Um w = {wy,...,w,} zu
finden, benutzen wir Gleichung (6.0.2). Es sei M € GL,(K), sodass B= M"*AM.
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A-posteriori muss M = A, w(1y) gelten. Deshalb sei w; der Vektor in V, dessen
Koordinaten beziiglich der Basis v genau die Elemente der ¢-ten Spalte von M sind,
also w; = myvy + -+ + mpv,, fir jedes ¢ = 1,...,n. Da M invertierbar ist,
impliziert Korollar 5.2.7, dass w = {wy, ..., w,} eine Basis von V ist. Auflerdem ist
per definitionem von w die Matrix M genau Ay w(1y), und nach Gleichung (6.0.2)
haben wir

Ag(F) = (Ayw(1y)) TAG(F) A, w(1y) = M'AM = B.

6.1 Diagonalisierbare Endomorphismen und
diagonalisierbare Matrizen

Definition 6.1.1 (a) Eine Diagonalmatriz ist eine quadratische Matrix D € M, (K),
bei der alle Eintrige auflerhalb der Hauptdiagonale Null sind. Aquivalent
gesagt, wenn D = (d;;), dann ist D eine Diagonalmatrix genau dann, wenn
d;; = 0 fiir alle ¢ # 7, also

dll 0 . 0
0 d 0 _
= : . . = dlag(dn, dgg, ce 7dnn) .

(b) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endomorphismus F €
Endg (V) heiit diagonalisierbar, falls es eine Basis v von V' gibt, sodass Ay (F)
eine Diagonalmatrix ist, also

M O - 0
0 Xy -+ 0
Ay(F) = _ ) .
0 0 - )\,

(¢) Eine quadratische Matrix A € M, (K) heiit diagonalisierbar, wenn sie &hnlich
zu einer Diagonalmatrix ist, also wenn es eine Matrix M € GL,(K) und
A1, A € K gibt, sodass

M 'AM = diag(\y, ..., \n).

Bemerkung 6.1.1
Proposition 6.0.2 impliziert, dass F' € Endg (V) diagonalisierbar ist genau dann,
wenn A, (F) diagonalisierbar ist.

Insbesondere, sei V' = K" und B € M, (K). Dann ist B diagonalisierbar genau
dann, wenn die Abbildung Fg definiert in (5.2.4) diagonalisierbar ist.
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Essei F' € Endg (V) ein diagonalisierbarer Endomorphismus und v = {vy, ..., v,}
eine Basis von V. Dann

F(v;)) =M\v; firalle i=1,...,n (6.1.1)

genau dann, wenn Ay (F) = diag{A,..., A\, }.
In diesem Abschnitt werden wir verstehen, wann ein Endomorphismus (oder
eine Matrix) diagonalisierbar ist.

Beispiel 6.1.1

In Aufgabe 5.4 haben Sie bewiesen, dass falls dimg (V) = 1 jeder Endomorphismus
F:V — V der Gestalt F' = A1y ist (wobei A € K). Also, jeder Endomorphis-
mus eines eindimensionalen K-Vektorraums ist diagonalisierbar. (In diesem Fall ist
Ay (F) diagonal, fiir jede Basis v!).

Falls dimg(V) > 1, kann man Endomorphismen finden, die nicht diagonal-
isierbar sind. Um diagonalisierbare Endomorphismen zu charakterisieren brauchen
wir mehr Theorie.

Definition 6.1.2

o Es sei V ein K-Vektorraum und F' € Endg(V). Ein Vektor v € V heifit
FEigenvektor, falls v # 0 und gibt es ein A € K, sodass

F(v) = \v.

Der Skalar A heifit Eigenwert von F', und wir sagen, dass v ein Eigenvektor
zum Eigenwert \ ist.

Die Menge der Eigenwerte von F' wird Spektrum genannt und o (F') geschrieben,
also

o(F)={\eK|TveV\ {0}, Fv) = \v}.

e Essei A € M,(K). Ein Eigenvektor x € K" von A ist ein Eigenvektor der
linearen Abbildung Fj4: K" — K" definiert in (5.2.4). Ahnlich, ein Eigenwert
A € K von A ist ein Eigenwert von F4. Falls x € K" ein Eigenvektor zum
Eigenwert A € K ist, dann haben wir

Ax = \x,
wobei x als Spaltenvektor betrachtet wird.

Beispiel 6.1.2
Es seien V' ein K-Vektorraum und F' der Endomorphismus A1y, wobei A € K. Dann
ist jeder Vektor v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A.

Es sei F': V — V ein Endomorphismus, der nicht injektiv ist. Dann ist jeder
Vektor in Ker(F) \ {0} # () ein Eigenvektor zum Eigenwert 0.
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Bemerkung 6.1.2

Die Voraussetzung v # 0 in der Definition eines Eigenvektors von F' ist wichtig, weil
sie die Eindeutigkeit des Eigenwerts des Eigenvektors v impliziert. In der Tat, sei
v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum A € K und g € K, dann F(v) = Av = pw, also
(A — p)v = 0. Weil v # 0, erhalten wir A = p. (Falls v = 0, dann (A — )0 = O fiir
alle \, u € K.)

Der Eigenraum zu einem Eigenwert
Es sei A € o(F) ein Eigenwert von F. Wir definieren
VA(F) ={v €V |wv ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A} U {0} C V.

Wir nennen Vy(F) den Figenraum von F' zum Eigenwert A. Die néchste Proposition
sagt uns, dass V) (F') eine wichtige Struktur hat.

Proposition 6.1.1
VA(F) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass V)\(F') # 0, weil 0 € V,(F'). Wir sollen beweisen,
dass gegeben beliebige Skalare k1, ko € K und Vektoren vy, vy € V)\(F), dann kv +
kove € VA(F). Falls kyvy + kovy = 0, dann nach der Definition von V) (F) kénnen
wir schlielen, dass kjv; + kove € V)\(F'). Falls nicht, dann sollen wir beweisen, dass
F(kﬁl’Ul + ]{321)2) == )\(k)ﬂ]l + k’gvg). Wir haben

F(k:lvl + kQUQ) = le(Ul) + k?gF(Ug) = l{:l)\vl + ]fg)\’l)g = /\(k:lvl + k’Q’UQ),
und die Behauptung folgt. O

Gegeben A € M, (K), dann nennen wir V)(A) den Figenraum von A zum
Figenwert X\, wobei Vy(A) := Vy(Fa).

Proposition 6.1.2
Es sei F' € Endg (V') und vq,...,vy € V FEigenvektoren von F zu den Eigenwerten
A, Ag. Falls N\ # Aj fir alle © # j, dann sind v, ..., v linear unabhdngig.

Also sind Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig.

Beweis. Wir beweisen die Proposition mit Induktion nach k. Falls £ = 1, dann
ist v1 linear unabhéngig, weil v; # 0 (Aufgabe 3.9 a)). Jetzt nehmen wir an, dass
k > 2. Es seien oy, ..., q; Skalare und

101 + Qg + -+ + o = 0. (6.1.2)
Also

0= F(0) = F(aqvy + vy + - -+ + agug) = A\jaqvy + Agaovy - - - + Apagvg.  (6.1.3)
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Andererseits, wenn wir (6.1.2) durch A\; multiplizieren, erhalten wir
A + AUy - - + Ao = 0. (6.1.4)
Wenn man die Gleichung (6.1.4) von (6.1.3) subtrahiert, dann haben wir
ag(Ag — Ap)vg + -+ (A — A)up = 0.
Nach Induktion sind die Eigenvektoren vs, ..., vy linear unahédngig, also muss
a;(N; — A1) = 0 gelten, fiur alle i = 2,... k. Weil \; # A\ fir alle i > 2, folgt es,

dass o; = 0 fur alle s = 2,... k. Nach (6.1.2) haben wir, dass ay = 0, weil v; # 0.
Also miissen alle Skalare aq, as, ..., ap Null sein, und die Behauptung folgt. ]

Vorlesung 25 - 30.01.2017

Proposition 6.1.3

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V). Nehmen wir an,
dass jeder v € V '\ {0} ein Figenvektor von F ist. Dann ezistiert A € K, sodass
F=)\1y.

Beweis. Falls dimg (V') = 1, dann haben wir schon bemerkt, dass ein A € K existiert,
sodass F' = A1y (Aufgabe 5.4). Also kénnen wir annehmen, dass dimg (V') > 2. Es

sei {vq,...,v,} eine Basis von V. Nach Voraussetzung existieren Aj,..., A\, € K
(nicht unbedingt unterschiedlich), sodass F'(v;) = \v; fur alle i = 1,...,n. Zuerst
wollen wir beweisen, dass Ay = ... = A,. Seien 1 <7 # j < n und v;; := ¢; +¢;j.

Nach Voraussetzung existiert \;; € K, sodass
F(vij) = \ijuij = Nij(e; + €5).
Andererseits, durch Linearitat von F', erhalten wir
F(’Uij) = F(ez + Gj) = F(@z) + F(@j) = /\iei + )\jej.
Mit Hilfe der obigen Gleichungen haben wir (A\;; — A\;)e; + (Aij — Aj)e; = 0. Weil
e;, €; linear unabhéngig sind, erhalten wir A;; = A\; = A\;. Weil ¢ und j beliebig sind,
haben wir, dass Ay = ... = \,;; nennen wir diesen Skalar X\. Weil F(e;) = Ae; fiir alle

i=1,...,n, und weil {ej,...,e,} eine Basis von V ist, haben wir, dass F'(v) = \v
fir alle v € V, also F' = A\1y. ]
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6.1.1 Das charakteristische Polynom

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Methode, um Eigenwerte und Eigen-
vektoren eines Endomorphismus F' zu finden. Ein wichtiges Konzept ist gegeben
durch das charakteristische Polynom. Um die Definition dieses Polynoms zu recht-
fertigen, brauchen wir folgende:

Proposition 6.1.4
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € Endg (V). Ein Skalar A € K
ist ein Figenwert von F genau dann, wenn der Endomorphismus

F—Xly: V>V
definiert als (F' — A1y )(v) = F(v) — A(v) fiir alle v € V', nicht injektiv ist.

Bemerkung 6.1.3

Nach Korollar 5.1.6, ist G := F'— A1y nicht injektiv genau dann, wenn G ¢ G Lk (V)
(also, wenn G kein Automorphismus ist). Nach Korollar 5.2.4, G ¢ GLk(V') genau
dann, wenn A, (G) ¢ GL,(K), wobei v eine beliebige Basis von V ist. Ferner, nach
Satz 4.2.5, gilt A, (G) ¢ GL,(K) genau dann, wenn det(A, (G)) = det(G) = 0.
Also kénnen wir Proposition 6.1.4 neu fassen:

FEin Skalar X € K ist ein Eigenwert von F' genau dann, wenn det(F — A1y ) = 0.

Beweis. Der Endomorphismus F' — A1y ist nicht injektiv genau dann, wenn
Ker(F — A1y ) # {0}, also genau dann, wenn ein Vektor v € V'\ {0} existiert, sodass
(F'— Aly)(v) = 0. Diese Gleichung ist dquivalent zu

F(v) =M
und v € Ker(F — Aly) \ {0} ist ein Eigenvektor von F. O
Um die Proposition 6.1.4 zu benutzen, miissen wir eine Basis v = {vy,...,v,}

wahlen, um det(Ay v (F — A1y)) explizit zu berechnen. Es sei

a1 A2 ... QAip

a21 A29 ... QAgpn
A=A (F)=

Ap1 Ap2 ... Qpp

Da Ay v(F — Ay) = Ay (F) — Ay v(Aly), und

Avv(ALy) = diag(A, A, ..., A),
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haben wir, dass
ajp — A 12 cee Q1n
a ass — A ... Qop,
Ay o(F = My) = 21 22 2
anl (Ing e a’TLTL —_— )\

Diese Berechnung begriindet folgende:

Definition 6.1.3
Es sei A € M,(K) eine quadratische Matrix mit Koeffizienten a;;,1 < 7,7 < n, und
x eine Unbekannte. Die Determinante der Matrix

a1 — & a12 e Q1np
a921 Qoo — T ... QAon,
A—uzl, =
QAp1 (05%) e Qpp — X

ist ein Polynom Pa(z) € K[z] und heifit charakteristisches Polynom der Matrix A.

Wir wollen das charakteristische Polynom eines Endomorphismus F' definieren.
Die Idee ist die Matrix A := A, (F') zu benutzen um Pp(z) als Pa(z) zu definieren.
Aber diese Matrix hingt von der Basis v ab. Wir erinnern uns daran, dass zwei Ma-
trizen Ay y(F) und Ay w(F') beziiglich verschiedener Basen v und w von V' dhnlich
sind (Sehen Sie Bemerkung 6.0.1). Dann, um Pg(z) zu definieren, brauchen wir nur
das folgende:

Lemma 6.1.5
Gegeben zwei dhnliche Matrizen A und B, gilt

Pi(z) = Pp(x).
Beweis. Es sei M € GL,(K), sodass B= M~'AM. Dann
B—al,=M"'AM —xl, = M "AM — M 'I,M = M~ (A — zI,)M .

Nach Satz 4.2.5 erhalten wir, dass det(B —xz1,) = det(A—x1,), und die Behauptung
folgt. ]

Definition 6.1.4

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € Endg (V).

Das charakteristische Polynom von F, bezeichnet mit Pr(x) € K[z], ist das charak-
teristische Polynom der Matrix A = A, ,(F), wobei v eine beliebige Basis von V'
ist.

Noch einmal, nach Lemma 6.1.5 ist dieses Polynom unabhéangig von der Basis v.
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Bemerkung 6.1.4
Das charakteristische Polynom Pg(x) ist ein Polynom n-ten Grades. Der Koeffizient
von z" ist (—1)" (Ubung).

Die folgende wichtige Behauptung wird in der Vorlesung Algebra bewiesen:

Satz 6.1.6

FEin Polynom P(x) € K|x] n-ten Grades hat héchstens n verschiedene Nullstellen
xr1,...,xr €K, d. h. es gibt héchstens n verschiedene Skalare v; € K, i =1,...,k <
n, sodass P(z;) = 0.

Mit obigem Satz konnen wir folgendes Korollar beweisen:

Korollar 6.1.7

FEs sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V). Dann ist A € K ein
Figenwert von F' genau dann, wenn X eine Nullstelle von Pr(x) ist. Insbesondere
besitzt F' hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Die erste Behauptung ist eine Folgerung der Proposition 6.1.4 (und der
dquivalenten Bemerkung 6.1.3) und der Definition von Pr(x). Die zweite eine Fol-
gerung des Satzes 6.1.6. O

Dieses Korollar gibt uns eine Methode, um die Eigenwerte von F' € Endg (V)
zu finden: wir miissen die Nullstellen von Prg(z) berechnen.

Bemerkung 6.1.5

Gegeben ein Korper K, dann kann ein Polynom P(x) € Kiz] keine Nullstellen
besitzen. Zum Beispiel, sei K = R und P(z) = z? + 1. Dann besitzt P keine
reellen Nullstellen. Aber, falls K = C, besagt der Fundamentalsatz der Algebra,
dass jedes nicht konstante Polynom P(x) € C[z] mindestens eine Nullstelle besitzt.
Zum Beispiel, hat das Polynom P(z), betrachtet als Polynom in C[x], die Nullstellen
+i.

Beispiel 6.1.3

1. Das charakteristische Polynom der Einheitsmatrix I,, ist gegeben durch
P (x)=(1—x)".
Also ist 1 € K der einzige Eigenwert der Matrix 7, (wie wir schon wissen!).

2. Das charakteristische Polynom der Nullmatrix O € M,,(K) ist gegeben durch

Also ist 0 € K der einzige Eigenwert der Matrix O (wie wir schon wissen!!).
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3. Das charakteristische Polynom der Matrix

()

ist gegeben durch P4(z) = 22+ 1. Dieses Polynom besitzt keine Nullstelle falls
K = R. Also hat die Matrix A keine Eigenwerte (und keine Eigenvektoren),
wenn betrachtet als reelle Matrix. Falls K = C dann hat A Eigenwerte +i.

Vorlesung 26 - 02.02.2017

4. Wir erinnern uns daran, dass eine obere Dreiecksmatriz AT = (a;;) € M, (K)
die Gleichungen a;; = 0 fiir alle ¢ > j erfiillt, also ist AT der Gestalt

apn a2 a1z ... Qin

0 Q99 A23 ... QdAgpn

A+ = 0 0 asz ... Q3sp
0 0 0 ... ap,

und alle Eintriage von AT unterhalb der Hauptdiagonale sind Null. In Auf-
gabe 4.7 haben Sie bewiesen, dass det(A™) = aj1a93 - - - any,. Da a1, eine obere
Dreiecksmatrix ist, und da die Differenz zwischen zwei oberen Dreiecksma-
trizen noch eine obere Dreiecksmatrix ist, erhalten wir, dass A" — z1,, eine
obere Dreiecksmatrix ist und

Py (z) = (a1 — x)(az —x) -+ (apy, — ) .

Es sei A~ = (a;;) € M, (K) eine untere Dreiecksmatriz, also a;; = 0 fiur alle
1 < j,und A~ ist der Gestalt
ai; 0 0 0
ag azg 0 0
A= | as as ass 0
ap1 QAp2 Ap3 ... Qnpp

Dann erhalten wir, dass
Pa-(z) = (a11 — x)(age — ) - - - (@pn — ) .

(Warum?) Wir konnen schlieBen, dass die Eigenwerte einer oberen oder un-
teren Dreiecksmatrix genau die Eintrage der Hauptdiagonale a1, aso, ..., apn,
sind.
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Die folgende Proposition ist eine Folgerung von (6.1.1):

Proposition 6.1.8
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V'). Dann ist F' diago-
nalisierbar genau dann, wenn V eine Basis {vy,...,v,} besitzt, sodass F(v;) = \v;.

Folgender Satz ist sehr wichtig, und gibt uns eine Methode um zu verstehen,
wann F' € Endg(V), oder wann A € M, (K), diagonalisierbar ist.

Satz 6.1.9
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg (V). Es sei o(F) =
{1, ., A&} das Spektrum von F. Dann gilt die folgende Ungleichung:

dimg (Vy, (F)) + - - - + dimg (V) (F)) < n, (6.1.5)
und die Gleichung gilt genau dann, wenn F diagonalisierbar ist.

Gegeben A € o(F'), dann heifit die Dimension d(\) von Vy\(F) die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts \.

Beweis. Es sei d(i) := d();) die Dimension von Vy,(F') und {v;1, ..., via)} eine Basis
von V), (F), fir alle i = 1,... k. Nach Satz 3.2.7, um (6.1.5) zu beweisen, gentigt
es zu zeigen, dass die Vektoren

ULy« + 5 U1d(1)s V215« - - 5 V2d(2)5 -+ - s Ukls - - - Ukd(k) (6.1.6)
linear unabhangig sind. Es sei

a11V11+ Q1) Vdn) F 21Vt Qeg2)V2de) Ukt Qrae) Vkar) = 0
(6.1.7)

eine Null-lineare Kombination, wobei «;; € K fiir alle 4, 5. Wir definieren v; als

01V + -0+ Qi (i) Vid (i) S V)\Z(F), fur alle i = 1, RN k. Wir konnen (617) als

U1—|—’U2+"'—|—Uk20 (618)

schreiben. Wir bemerken, dass v; = 0 genau dann, wenn ;1 = ... = ) = 0,
fir alle ¢ = 1,...,k. Also, um zu beweisen, dass die Vektoren in (6.1.6) lin-
ear unabhangig sind, geniigt es zu beweisen, dass v; = vy = ... = v, = 0.
Falls die Vektoren wvq,...,v; nicht alle Null wéiren, dann nach (6.1.8) hétte die
Menge {vy, va, ..., v} \ {0} mindestens zwei Elemente. Nennen wir diese Elemente
Uhyy ..., Up,, fur ein I < k. In diesem Fall, nach (6.1.8) wiirden wir erhalten, dass
Upy, + -+ +vp, = 0. Also wéren vy, ..., v, linear abhingig. Aber liegen die vy, in
verschiedenen Eigenrdumen, und nach Proposition 6.1.2 ist dies ein Widerspruch.
Um die letzte Behauptung zu beweisen, bemerken wir, dass falls d(1) + - - - +
d(k) = n, sind die Vektoren in (6.1.6) eine Basis v von V, und Ay (F) ist eine
Diagonalmatrix. Also ist F' diagonalisierbar. Umgekehrt, falls F' diagonalisierbar
ist, dann kann man beweisen, dass die Gleichung d(1) + --- + d(k) = n gelten
muss. [
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Als Folgerung haben wir:

Korollar 6.1.10
Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F € Endg(V). Falls F n ver-
schiedene Eigenwerte besitzt, dann ist F' diagonalisierbar.

Beweis. Weil dimg (Vy(F)) > 1 fir alle A € o(F), wenn |o(F')| = n erhalten wir

> dimg(VA(F)) > n.
A€o (F)

Nach (6.1.5) haben wir, dass die Gleichung gelten muss, und Satz 6.1.9 impliziert,
dass F' diagonalisierbar ist. ]

Fragen und Vertiefungen 6.1.1
Korollar 6.1.10 sagt uns, dass falls |o(F')| = n, dann ist F' diagonalisierbar. Kénnen
wir sagen, dass falls F' diagonalisierbar ist, dann |o(F)| = n?

Beispiel 6.1.4
In Beispiel 6.1.3, 4. haben wir schon bemerkt, dass das charakteristische Polynom
einer oberen Dreiecksmatrix A™ das Polynom P+ (z) = (a1;—2)(age—2) - - - (apn—1)
ist. Also sind die Eigenwerte von A" genau a1, ..., an,. Nach Korollar 6.1.10 folgt
es, dass falls a;; # aj; fir alle ¢ # j, dann ist A* diagonalisierbar.

Falls a; = aj; fir i # j, dann kann AT nicht diagonalisierbar sein. Zum
Beispiel, es sei

wobei nicht alle x Null sind. Dann ist A" nicht diagonalisierbar. In der Tat, weil
a; = 0 fur alle ¢, ist der einzige Eigenwert gleich Null. Falls A% diagonalisierbar
ware, dann wére sie dhnlich zu der Nullmatrix O. Aber, falls B ~ O, dann ist
B =0, weil B= M'OM = O fir alle M € GL,(K)! Weil A" # O, erhalten wir
einen Widerspruch.

Eine Methode um die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenraume zu finden

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € Endg (V). Wir mochten
die Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenraume von F finden. Esseiv = {vy,...,v,}
eine Basis von V.

1. Dann sind die Eigenwerte von F' genau die Eigenwerte von A (F) =: A, also,
die Nullstellen von Py (x).
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2. Die Eigenvektoren von F' sind per definitionem die Vektoren v # 0, sodass

F(v) = M. Falls (z1,...,,) die Koordinaten von v beztglich der Basis v
sind, dann fiir jeden Eigenwert A, ist die Gleichung F'(v) = \v dquivalent zu

1 Z x 0
Al | =X — (A-X,)| : |=|": (6.1.9)

Tn T Ty, 0

(Sehen Sie Proposition 5.2.1) Also kénnen wir schlieen, dass die Koordinaten
(beziiglich der Basis v) der Eigenvektoren zum Eigenwert A genau die Losun-
gen des homogenen linearen Gleichungssystems (6.1.9) sind.

. Wir bemerken, dass (6.1.9) nicht nur die triviale Losung besitzt! In der

Tat, sagt der Satz von Kronecker-Rouché-Capelli, dass (6.1.9) 00" (A=An)_

Losungen besitzt. Weil A — I, nicht invertierbar ist (det(A—AI,) = Pa(\) =
0), dann ist r(A — A[,) < n.

Es sei ¥o(A) die Menge der Losungen des Systems (6.1.9). Wir haben schon
bemerkt, dass dim(3¢(\)) = n —r(A— AI,) (Sehen Sie Vorlesung 23). Aufler-
dem, kénnen wir 3o(\) mit V)\(F) identifizieren durch ¥y > (xq,...,z,) —
T1v + -+ 20, € VA(F), und dann

d(A) = dimg (Vi (F)) = dimg (Xe(A)) =n — r(A — A,). (6.1.10)
Fir jedes A € o(F) finden wir eine Basis {va1,..., v} des Eigenraums
VA(F).
Falls

Y. dN) = Y (n—r(A-AL)) =mn,

A€o (F) A€o (F)

impliziert Satz 6.1.9, dass F' diagonalisierbar ist und die Basis v’, sodass die
Matrix A,/ (F) diagonal ist, ist gegeben durch

U {/U)\l? B 77})\d()\)}-

Ao (F)

(Sehen Sie den Beweis des Satzes 6.1.9.)

Vorlesung 27 - 06.02.2017
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Ubung. Es sei A € M3(R) die Matrix

A=1| —

W W =
N W O
N OO

Finden Sie das charakteristische Polynom Pa(x), die Eigenwerte, Eigenvektoren und
Eigenrdume von A. Ist A diagonalisierbar?

Bemerkung 6.1.6
Spezielle Eigenwerte

e (A =0) Gegeben eine Matrix A € M,(K), falls 0 € o(A), dann sind die
Eigenvektoren x € K" (wir betrachten x als Spaltenvektor) zum Eigenwert
A = 0 genau die Vektoren im Kern von A, also die Vektoren die

Ax =0 (6.1.11)

erfiillen.
Weil 0 # x € V5(A), dann hat das System nicht nur die triviale Losung,.

Ubung Beweisen Sie, dass A € M, (K) invertierbar ist genau dann, wenn

0¢o(A).

e (A =1) Gegeben eine nicht-leere Menge X und eine Abbildung f: X — X,
ein Fizpunkt von f ist ein x € X, sodass f(z) = x.

Falls X ein Vektorraum V ist, und f = F' ein Endomorphismus von V', dann
ist v € V ein Fixpunkt von F' genau dann, wenn F'(v) = v oder, dquivalent
gesagt, wenn v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Wir bemerken, dass
falls der Koérper K unendlich viele Elemente besitzt, und falls 1 € o(F'), dann
besitzt die Menge der Fixpunkte unendlich viele Elemente.

Beispiel 6.1.5

Achsenspiegelungen in R? Es sei [ eine Ursprungsgerade, d.h. eine Gerade, die
durch den Ursprung 0 € R? verlauft. Es sei S: R? — R? die Achsenspiegelung durch
[. Diese Abbildung ist linear. Dann sind die Fixpunkte von S genau die Vektoren in
[ (wir identifizieren die Punkte in [ mit den Vektoren in R? von 0 nach einem Punkt
in [). Also ist A = 1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum gegeben durch [. Es sei I’
die Ursprungsgerade, die senkrecht auf [ ist. Dann S(v) = —v fir alle v € . Also
ist A\ = —1 ein Eigenwert von S mit Eigenraum I’. Weil dimg(l) = dimg(') = 1,
dann ist S diagonalisierbar.
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