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Vorlesung 1 - 20.10.2016

1.1 Organisation

Vorlesung: Montag - Donnerstag 8-9:30 Uhr, im Hérsaal B (Horsaalgebaude)

Informationen und Hausarbeiten:
www.mi.uni-koeln.de/~sabatini — Lehre — Lineare Algebra.

Sprechstunde wéihrend der Vorlesungszeit: montags 16 - 17.00 Uhr im Biiro 0.08
des Mathematisches Institut (Weyertal 86-90).

Zustandiger Assistent: Dr. Thomas Rot (thomas.rot@uni-koeln.de).
Sprechstunde: Di 16-17.30 Uhr.

Literaturliste:

G. Fischer, Lineare Algebra

K. Jénich, Lineare Algebra

S. Waldmann, Lineare Algebra [

Notation: Im Folgenden benutzten wir die folgenden Mengen:

N=1{1,2,3,4,...}: die Menge der natirlichen Zahlen (positive ganze Zahlen);
Ny =1{0,1,2,3,4,...}: die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen;
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}: die Menge der genzen Zahlen;

Q: die Menge der rationalen Zahlen (oder Bruchzahlen);

R: die Menge der reellen Zahlen, die in Analysis | definiert werden.
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1.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir beginnen unsere Vorlesung mit Gleichungssystemen, namlich Systeme von
Gleichungen fiir mehrere Unbekannte. Diese bezeichnet man z.B. mit z1, 2o, -z,
oder z,y,z (wenn n < 3).

Beispiel 1.2.1
Wir betrachten das Gleichungssystem

—2?+y=0
—2rx+y=-1

Wir sollten eine Lisung dieses Gleichungssystems finden, namlich alle Paare reeller
Zahlen (z,y), sodass beide Gleichungen oben erfiillt sind.

Um das System zu lésen, konnten wir die Methode der Substitution benutzen. Wir
erklaren diese Methode im obigen Beispiel. Von der zweiten Gleichung erhalten wir
y = —1+ 2z. Also sollte das y in der ersten Gleichung gleich —1 + 2x sein, und wir
erhalten —z? + (=1 + 2z) = 0, oder dquivalent gesagt, —(z — 1)*> = 0. Deshalb ist
x =1und y = 1, und die Losung ist (x,y) = (1,1). In der Tat, fur (z,y) = (1,1)
sind die obigen Gleichungen Identitditen:

-1’+1=0
—2x1+1=-1
Im Allgemeinen kénnen wir uns die folgenden Fragen stellen:
Gegeben sei ein Gleichungssystem:
1) Hat es Losungen?
2) Wenn Ja, hat es mehrere Losungen?

3) Koénnen wir alle Losungen beschreiben?

Gleichungssysteme konnen im Allgemeinen sehr schwer oder unmoglich zu
l6sen sein! Aber wir kdnnen die obigen Fragen fiir Lineare Gleichungssysteme beant-
worten.

Definition 1.2.1 < Ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und m
Gleichungen ist ein Gleichungssystem der folgenden Gestalt:

a1 + ajpoxg + -+ a1y = bl

911 + Q99T9 + -+ + A9, Ty, = b2 (121)

Am1T1 + A2l + + -+ + GppTy = bm
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wobei a;; und b; sind bekannte reelle Zahlen (a;;,b; € R) fiir alle 1 <7 < m,
und 1 <7 <n, und z,...,x, die n Unbekannte.

o Eine Ldsung dieses Systems ist ein geordnetes n-tupel (z1,...,,) von reellen
Zahlen, das alle m Gleichungen erfiillt.

o Ein lineares Gleichungssystem heifit homogen, wenn b; = 0 fiir alle 1 <17 < m:

a11T1 + a12Ts + - - + A1,Ty =0
Q2121 + Q22To + -+ - + A2p Ty =0 (1'2.2)
A1 1 + Q2o + - - + Qpp Ty, = 0

Bemerkung 1.2.1 ¢ Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat immer die
sogenannte “triviale Losung”

T1=To=x3=...=x,=0.

Ist das lineare Gleichungssystem homogen, dann ist ( =)
r1 =Ty =23 =...=1x, =0 eine Losung.

o Umgekehrt, wenn z; = 29 = 23 = ... = x, = 0 eine Losung von einem
linearen Gleichungssystem ist, dann ( = ) ist das System homogen.
Wir konnen schlieffen, dass

Ein lineares Gleichungssystem ist homogen <= x1 =2y, =23=... =1z, =0 ist
eine Losung.

Ein lineares Gleichungssystem (nicht zwingend homogen) kann: 1) keine Lo-
sung, 2) genau eine Losung, 3) unendlich viele Losungen haben. Wir betrachten die
folgenden Beispiele:

Beispiel 1.2.2 1) Das System

r+2y=1
r+2y=0
hat keine Losung (es gibt kein Paar (z,y), sodass die beiden Gleichungen erfiillt
sind).
2) Das System
r+2y=1
r—2y=0

hat genau eine Losung, ndmlich (z,y) = (1/2,1/4) (Methode der Substitu-
tion).
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3) Das System

r+2y=1
20 +4y = 2

hat unendlich viele Losungen. In der Tat ist jedes Paar, (x,y), das die erste
Gleichung erfillt, eine Losung der zweiten Gleichung. Also kénnen wir die
zweite Gleichung auslassen und losen nur die Gleichung = + 2y = 1. Wir
schreiben dies als * = 1 — 2y und betrachten y als Parameter ¢ € R, also
x =1—2t. Es sollte jetzt klar sein, dass wir unendlich viele Losungen haben,
nédmlich alle Paare (1 — 2t,t) fir t € R.

1.3 Der GauB-Jordan-Algorithmus

Wenn wir wenige Gleichungen und Unbekannte haben, ist die Methode der
Substitution effizient, um die Losungen zu finden. Aber im Allgemeinen kénnen wir
diese Methode nicht benutzen und brauchen eine Vereinfachung des Systems. Zuerst
sollten wir lineare Gleichungssysteme einfiithren, fiir die es einfacher ist, eine Losung
zu finden (Zeilenstufenform). Dann betrachten wir einen Algorithmus, der uns sagt,
dass jedes lineare Gleichungssystem entweder keine Losung hat oder "dquivalent" zu
einem System in Zeilenstufenform ist.

1.3.1 Lineare Gleichungssysteme in Zeilenstufenform

Definition 1.3.1
Ein lineares Gleichungssystem hat Zeilenstufenform, wenn es folgender Gestalt ist:

a11T1+a12%2 + - - +anr, = b
QA99To + - - - + aonxy, =  bo
(1.3.1)
ApmTm + *° + GpnTp = bm
wobei a; # 0 fir alle: =1,...,m.

Insbesondere ist m < n. Wir analysieren die zwei Falle: m =n und m < n.

(A) Nehmen wir an, dass m = n. Dann ist das System folgender Gestalt:
a11T1+a1222 + - -+ +A1Tm, :bl

A9o%o + -+ FAomTp, =by
(1.3.2)

+CmmTm :bm
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Nach Voraussetzung ist a,,,, # 0. Dann gibt die letzte Gleichung in (1.3.2)
b

Tm = ——. In der vorletzten Zeile sind die einzigen Unbekannten x,, 1 und z,,.
a
Deswegenflmkénnen wir den gefundenen Wert fiir x,, substituieren, und den Wert fiir

Tm—1 finden. In der drittletzten Zeile haben wir nur die Unbekannten x,, o, ,,_1
und z,,. Dann koénnen wir die gefundenen Werte fir z,,_; und z,, substituieren
und den Wert fur z,,_s finden. Man kann dieses Verfahren iterieren und findet eine
Losung des Systems (1.3.2).

Bemerkung 1.3.1

Wir sollten bemerken, dass in diesem Fall (ndmlich fir lineare Gleichungssysteme in
Zeilenstufenform mit m Unbekannten und m Gleichungen) das System eine Losung
hat und diese Losung eindeutig ist.

Beispiel 1.3.1
(A) Losen wir das folgende System:

2 — 3y + z = 5
2y — 5z = 4
3z = 2
Aus der letzten Zeile erhalten wir z = %; substituieren wir diesen Wert fiir z in
der zweiten Zeile, also 2y — 5% = 4 dann erhalten wir y = 13—1 Wir ersetzen die
gefundenen Werte fiir y und z in der ersten Zeile und finden x = 23—3 Also ist die
Losung des Systems gleich (%, 1—31, %)

(B) Es sei m < n. Dann konnen wir (1.3.1) schreiben als

anTit+aets + -0 AT, =bi = (Gmi1Tmer + o+ A1ply)
29T + -+ +A2n Ty =bo —(A2m11Tm1 + -+ + Q2pTy)
(1.3.3)
+AmmTm :bm _(amm—i—lzm—l—l +---+ amnmn)
Gegeben seien beliebige reelle Werte ¢,,,11, ..., t, fir die Unbekannten z,,,1,..., 2,

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem in Zeilenstufenform mit m Unbekannten
Z1, ..., %, und m Gleichungen:

1101401202 + -+ FA1 Ty =by —(a1me1tme1 + -+ anty)

29T + -+ 2Ty =b2 —(agma1tmsr + -+ + agnty)

(1.3.4)

+AmmTm :bm _(amm—f—ltm—l—l +---+ a'mntn>

Dann kann man das Verfahren in (A) benutzen, um eine Losung des Systems
(1.3.4) zu finden. Wir bemerken, dass in diesem Fall die Werte fir xy,..., 2, von
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bm — (amm+1tm+1 + -+ amntn)

tmits---,t, abhiangen. Genauer gesagt ist x,, =

usw. die Losung fiir (1.3.3) der Gestalt

(Pr(tmtts - tn)s Poltmats - o tn)s e ooy Po(tmats - o tn)s tmsty - - tn)  (1.3.5)

wobei Py, ..., P, ersten Grades Polynome in t,,,1,...,t, sind. Weil die Werte der
Parameter t,,1,...,t, beliebig sind, das System (1.3.3) unendlich viele Losungen
hat, (1.3.5) die man erhélt, wenn man die n-m Parameter ¢,,,1,...,t, € R variiert,
sagen wir, dass (1.3.3) co™ ™ Losungen hat.

amm

Beispiel 1.3.2

(B) Losen wir das folgende System (mit m = 2 Gleichungen und n = 3 Unbekan-
nten)

2 — 3y + z = 5

{ oy e 4 (1.3.6)

Wir kénnen z als einen Parameter ¢ € R betrachten, und 16sen

2 — 3y = 5 — 1
{ 2y = 4 + 5t (1.3.7)

Fiir jedes feste ¢, hat das System (1.3.7) zwei Gleichungen und zwei Unbekannte (z
und y). Aus der letzten Zeile erhalten wir y = 2 + gt, und mit der Hilfe der ersten

Zeile haben wir x = %. Also ist die Menge aller co! Lésungen des Systems
(1.3.6) gegeben durch
22 4+ 13t 5
{(z,2+2t,t> ,teR} (1.3.8)

Fragen und Vertiefungen 1.3.1

In der Mathematik ist es immer “gefédhrlich” eine Auswahl zu treffen, das heif3t:
wenn wir eine Auswahl getroffen haben, sollten wir immer nachpriifen, dass das,
was wir gefunden oder bewiesen haben, unabhéngig von unserer Auswahl ist!

In Beispiel 1.3.2 haben wir gesagt: "Wir konnen z als einen Parameter ¢ € R
betrachten', aber das ist eine Auswahl! Ist die Menge aller Losungen von (1.3.6)
unabhéngig von dieser Wahl? Wir héatten y als einen Parameter s € R wéhlen
kénnen und losen

2c + 2z = 5 + 3s
{ By = 4 — 2 (1.3.9)
Sie konnen nachpriifen, dass die Menge der Losungen des Systems (1.3.9) gegeben
ist durch 135499 25— 4
s 5 —
R?. 1.3.1
{< T >,3€ } (1.3.10)

Sind die zwei Mengen (1.3.8) und (1.3.10) diesselben?
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Vorlesung 2 - 24.10.2016

1.3.2 Beschreibung des GauB-Jordan-Algorithmus

Wie wir schon gesagt haben, wenn ein lineares Gleichungssystem Losungen hat,
erlaubt uns der Gau-Jordan-Algorithmus, ein lineares Gleichungssystem mit einem
neuen “aquivalenten” linearen Gleichungssystem in Zeilenstufenform zu wechseln.
Zuerst, was ist ein dquivalentes lineares Gleichungssystem?

Definition 1.3.2
Zwei lineare Gleichungssysteme heiflen dquivalent, wenn wir die beiden Systeme mit
folgenden Operationen ineinander tiberfithren kénnen:

(1) Vertauschung von (zwei oder mehr) Zeilen;
(2) Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor der ungleich Null ist;
(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen.
Wir bezeichnen diese Operationen mit folgender Notation:
(1) Vertauschung von i-Zeile Z; und j-Zeile Z;: Z; < Z;;
(2) Multiplikation einer Zeile Z mit einem Faktor A # 0: \Z

(3) Addition des Vielfachen einer Zeile von einer anderen: Z; +AZ;, mit i # j und
AeR.

Bemerkung 1.3.2
Es gibt eine vierte “triviale” Operation: Wenn eine Zeile des Systems der Gestalt ist
0 = 0 (némlich gibt es ¢ € {1,...,m} sodass a;; = 0 fiir alle j, und b; = 0), konnen
wir diese Zeile 16schen.

Bemerken Sie, dass wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = b; hat, mit
b; # 0, ist die Menge der Losungen leer.

Wir sollten etwas sehr wichtiges bemerken: die drei Operationen oben sind
umkehrbar! Als Folgerung haben wir die folgende:

Proposition 1.3.1
Aquivalente lineare Gleichungssysteme haben dieselbe Menge der Lisungen.



1.3. DER GAUSS-JORDAN-ALGORITHMUS 9

Beweis: Es seien Y1 und X5 die Mengen der Losungen von zwei aquivalenten linearen
Gleichungssystemen. Wir miissen beweisen, dass »; = ¥, oder dquivalent gesagt,
dass X1 C X5 und 5 C X5

(1): Es sollte klar sein, dass die Menge der Losungen eines linearen Gleichungs-
systems unabhangig von der Ordnung der Zeilen ist.

(2): Es sei 3; die Menge der Losungen des Systems

a11T1 + 1229 + + + + + ATy = bl
1Ty + Qg% + -+ + AipTn = b (1.3.11)
Q11 + AmaT2 + - -+ + QpnTy = bm

und 3, die Menge der Losungen des Systems

1101 + A12T2 + -+ + A1pTy = b
)\(aﬂxl + ;9T =+ 4 CLmLL’n) = )\bZ (1312)
Am1T1 + A2l + * -+ CppTy = bm

wobei A € R\ {0}. Es sei (y1,...,yn) € X1, also aj1y1 + ajoys + -+ + ajnyn = b;
fir alle 5y = 1,...,m. Insbesondere ist a;1y1 + aspys + - -+ + @iy, = b; und daher
Maayr + aigy2 + -+ -+ ainyn) = Ab;. Wir erhalten ¥; C Y. Bis jetzt haben wir nicht
benutzt, dass A # 0. Aber, um zu beweisen, dass ¥y C ¥, muss A # 0 sein! (*) In
der Tat, wenn A # 0 ist, konnen wir die i-Zeile durch A dividieren (Operation (2) ist
umkehrbar), und erhalten (1.3.11) zuriick. Deshalb kénnen wir dasselbe Verfahren
wie oben benutzen um zu beweisen, dass Yy C 1.

(3): Essei (1.3.11) das System mit der Menge der Losungen gegeben durch ;.
Jetzt nehmen wir ein neues System (1.3.11)’, wobei die Zeilen 7y, ..., Z; 1, Ziy1,- .-, Zm
dieselben des Systems (1.3.11) sind, und die neue i-Zeile Z! gegeben ist durch
Zi+ A\Z;, d.h.

AT + Qo + - -+ Gy + ANajxy + ajpTe + - - ajnTy) = b + Abj,
fir einen j # i (**). Es sei Y seine Menge der Losungen. Wenn (y;...,y,) €
Y1, dann ist ap1y1 + apsys + -+ + appy, = by, fiir alle A = 1,...,m, insbesondere
a1 Y1+ aipya + - - -+ ainyn = by und a;1y1 +ajoys +- - - +ajny, = b;. Deshalb erhalten
WiI‘, dass a;1Y1 + a;2Y2 + -+ AinYn + )\(aﬂyl + A j2Y2 + - Cljnyn) = bz + )\b] iSt,
und 7 C Yy, Um zu beweisen, dass >y C Y1, benutzen wir die Tatsache, dass die
Operation (3) umkehrbar ist. In der Tat, ist Z] — AZ; genau Z;. Mit demselben
Verfahren wie oben kénnen wir beweisen, dass Yy C X4, also ¥ = Y.

H
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Fragen und Vertiefungen 1.3.2

(a) Im Teil (2) dieses Beweises haben wir gesagt, dass %; C X5, unabhéngig von

A # 0 oder A = 0. Aber, um zu beweisen dass ¥; = Xy, brauchen wir im
Allgemeinen, dass A # 0 (*). Warum?

(al) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11) und (1.3.12) mit A = 0, sodass
2, C 5.

(a2) Finden Sie zwei Systeme wie in (1.3.11) und (1.3.12) mit A = 0, sodass
21 = 22.

Die Beispiele in (al) und (a2) zeigen uns, dass wenn A = 0 ist, wir nicht sagen
konnen, ob Y7 = Y, ist oder nicht. Wir wissen nur, dass >; C Y.

(3a) Im Teil (3) dieses Beweises haben wir angenommen, dass j # ¢ (**). Warum?
Es sei j =4 im System (1.3.11)" und ¥, seine Menge der Losungen.

Finden Sie die Werte von \, sodass ¥; = Y.

Es sei (1.2.1) ein lineares Gleichungssystem. Der GauB-Jordan-Algorithmus
hat verschiedene Stufen:

1. Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = b; hat, kénnen wir entweder
die Zeile 16schen oder das System hat keine Losung (Bemerkung 1.3.2). Also
kénnen wir annehmen, dass es ein ¢ und j gibt, sodass a;; # 0. Wenn j > 1
kénnen wir die Unbekannten x; und z; wechseln und annehmen dass a;; # 0
ist.

2. Mit Hilfe der Operation (1) konnen wir annehmen, dass a;; # 0.

3. Wir multiplizieren die erste Zeile durch a;; (Operation (2)) und erhalten ein
dquivalentes System mit ay; = 1.

4. Wir substituieren die zweite Zeile Zy mit Zy — as 24, die dritte Zeile Z3 mit
Zs — as14.... die m-Zeile Z,, mit Z,, — a,,1 41 und erhalten ein dquivalentes
System der Gestalt:

T 4+ apre A+ -+ a,m, = U
a4ty + - + abr, = U

22 ? ’ (1.3.13)
aots + - + ap,r, = b,

Wenn das System eine Zeile der Gestalt 0 = 0 hat, konnen wir diese Zeile
16schen. Wenn wir eine Zeile der Gestalt 0 = ] haben, mit b} # 0, dann hat
das System (1.3.13), und auch das System (1.2.1) keine Losung.
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5. Wenn m > 1, gibt es einen agj 2# 0, mit ¢ > 1. Jetzt kdnnen wir die erste Zeile
so lassen und arbeiten mit den anderen Zeilen. Ahnlich wie in Stufen 1., 2.
und 3. konnen wir mit Hilfe der Operationen (1), (2) ein neues dquivalentes
System der folgenden Gestalt erhalten:

x1 + dlpry + djgrs + + adyr, = b
" 1 //
To + ayrs + -+ ay,x, = b
" " _ Z
(3373 + + a5, x, = b3 (1.3.14)
14 " _ /!
(g3 + 0+ Qg Tp = bs

Noch einmal: wenn eine Zeile des Systems (1.3.14) der Gestalt 0 = b ist,
dann im Fall b/ # 0 das System (1.3.14) (und so (1.2.1)) keine Losung hat,
ansonsten konnen wir die Zeile 0 = 0 loschen.

Durch Wiederholen dieses Verfahrens, erhalten wir entweder ein System ohne Lo-
sungen, oder ein System in Zeilenstufenform (1.3.4). Dann kénnen wir die Methode
wie in Sektion 1.3.1 beschrieben benutzen, um die Menge aller Losungen zu finden.

Beispiel 1.3.3
Losen wir das System

Ty 4+ 229 + 3x3 = 1
21‘1 + X9 + 41’3 = 2
3I1 — 3%2 + T3 = 1

Mit dem obigen Verfahren haben wir

Ty + 2xy + 3x3 = 1 Ty + 229 4+ 3xz3 = 1
2y + @y + day = 2 222, 3wy — 2wy = 0 FTs%
3ry — 3wy + w3 = 1 %2434, —9z9 — 813 = —2
r1 + 229 + 3x3 = 1 r1 + 29 + 3z3 = 1
Ty  + %azg = 0 Ty + %l’g = 0
91y — 8wz = —2 DoH%, —2x3 = =2 Z?’_}—_%Z?}
r1 + 229 4+ 3x3 = 1

i) +*$3:0
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Das obige System hat die (eindeutige) Losung (—2, —2,1).
Beispiel 1.3.4

Losen wir das System

r3 + 2254 =3
2[L‘1+45E2— T3 +2$4:7

Mit dem obigen Verfahren haben wir

T3 + 214 = 3 2x1 + 4x9 — 223 =4
Z1<—>Z2
2[L‘1+4$2—2$3 =4 T3 +21‘4:3
Z2<—>Z3
20,
201 +4r9 — x3 + 224 =7 201 + 4r9g — x3 + 224 =7
21‘1 + 41‘2 — 21‘3 =4 21H%Z1 T + 21‘2 — X3 =2
—2
ZQ*)Z272Z]_
—> 201 +4r9 — 3 + 204 =7 201 + 4x9g — x3 + 204 =T
ZL’3+21’4:3 [L‘3+2ZE4:3
1 + 229 — 73 =2 r1 — X3 + 224 =2
N T3 + 21‘4 =3 ToT3 T3 + 21‘4 =3
Z3~>Z3722
T3 + 2x4 = 3 T3 + 224 = 3
1 — x3 + 229 =2
T1 — T3 + 219 =2
T3 + 21’4 =3
- T3 + 21’4 =3
0 =0

Das obige System ist in Zeilenstufenform und hat 4 Unbekannte und 2 Gleichungen.
Mithilfe der in Sektion 1.3.1 (B) beschriebenen Methode, kénnen wir o und x4 als
Parameter ¢ und s nehmen und das folgende System mit 2 Unbekannten (z; und
x3) und zwei Gleichungen l6sen:

r1 — T3 = 2 — 2t
{ . — 3 2 (1.3.16)

Sie konnen nachpriifen, dass die Menge der Losungen des Systems (1.3.16), und auch
des Systems (1.3.15), gegeben ist durch

{(b—2t —2s,t,3—2s,5) | t,s € R}.

Also hat das System oo?-Losungen.
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Beispiel 1.3.5
Es sei das folgende Gleichungssystem gegeben:

ry + X9 =1
r1 + 21‘2 + 2[[3
To + 2.1'3 = 4

Il
W

Dann haben wir

T+ T =1 z.2-2 T + X9 = 1
r1 + 229 + 223 = 4 To + 223 = 3
Ty + 213 = 4 T + 203 = 4 gz 2
e
r1 + X9 =1
Tro + 2$3 = 3
0 =1
Wegen der letzten Zeile hat das System keine Losung.
Wir schlieflen dieses Kapitel mit folgender:
Proposition 1.3.2
Es set
a11T1 + Q199 + + - - + A1 Ty = bl
A91X1 + Q222 + * ++ + A2p Ty = b2 (1317)
Am1T1 + QpmaZe + -+ + App®yn = bm

ein lineares Gleichungssystem. Nehmen wir an, dass die Menge Y seiner Lisungen
nicht leer ist, d.h. es gibt y = (y1,...,yn) € R, sodass die Gleichungen in (1.3.17)
Identitdten sind.

FEs sei
a1y + a19T2 + -+ A1nTn =0
a91T1 + A22T9 + e+ AonTn =0
(1.3.18)
U1 %1 + A2y + -+ + Ay, =0

das dazugehorige homogene lineare Gleichungssystem mit Menge der Losungen gegeben
durch .
Dann ist die Menge ¥ der Lésungen des Systems (1.3.17) gegeben durch

y+20 = {<y1a7yn)+<x(1)a7xg) | (I?,,J]g) EEO}’
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Beweis. Wir sollen beweisen, dass X C y + ¥ und y + Xy C 2.

e Essei v = (y),...,y,) € X eine beliebige Losung des Systems (1.3.17), d.h.
y" € 3. Dann haben wir, dass >°7_; a;;y; = b; fir allei = 1,...,n. Weil y € ¥, ganz
analog haben wir 377 ; a;;y; = b; fir alle s = 1,...,n. Also

Zaij(y} —y;) = Zaijy} = ajy; =0 firallei=1,...,n,
= =1 j=1
und y'—y = (Y1—Y1, - - -, Y, —Yn) ist eine Losung des Systems (1.3.18), d.h. y/—y € .
Wir schlieBen, dass ¢ =y + (v —y) € y + o, also ¥ C y + 3.

o Essei (y1,...,9n) + (2% ...,2%) = (yy +29,...,y, +2°) € y + 3. Dann
haben wir

Zaij(yj -+ l’?) = Zaijyj + Z(ZUZL‘? = bl + 0 fur alle 1 = 1, .o, n.
j=1 j=1 j=1

Also, (y1, .., yn) + (2%, ...,22) e S und y + Xy C . O



