Mathematisches Institut Universitat zu Koln
Prof. Dr. Sabatini 23.4.2018

Assistent: Dr. Caviedes Castro

Topologie: I"Jbungsblatt 3

Diese Ubungen miissen bis spétestens 12 Uhr Montag 30.4.2018 in den Briefkasten im
studentischen Arbeitsraum des MI (3. Stock) abgegeben werden. Schreiben Sie IThren
Namen, Thre Matrikelnummer und Thre Ubungsgruppe auf Thre Abgabe und tackern Sie
alles zusammen.

Aufgabe 1. (10 Punkte)
Sei X = {a,b,c,d} und definieren Sie die folgende Topologie auf X

T ={X,0,{a},{b}{a, b} {a,c} {a,b,c}}

Finden Sie,
(i) das Innere von {a,b,d}
(ii) der Abschluss von {a}
(iii) der Rand von {a}
(iv) alle stetige Abbildungen f: (X,7T) — (X, 7T) mit f(d) =d
(iv) alle abgeschlossene Abbildungen f: (X,7) — (X, 7T) mit f(b) = ¢, f(c) =0.

Aufgabe 2. (15 Punkte)
Es seien (X, 7) und (Y,7’) topologische Raume, und
Tx: (XXY,TXX}/)%(X,T) Ty : (XXY,TXXY)_)(KT/)

die Projektionsabbildungen, wobei Txy die Produkttopologie ist.
(i) Beweisen Sie, dass die Abbildungen mx und 7y offen sind.
(ii) Zeigen Sie, dass Ty «y die grobste Topologie ist, so dass die Projektionsabbildungen
mx und 7y stetig sind.
(iii) Sei &, die Euklidische Topologie auf R™. Nehmen Sie an, dass (X, 7T) = (Y, T’) =
(R, &). Zeigen Sie, dass die Identitét

Id: (X x Y, Txxy) = (R%, &)
(z,y) = (z,y)

ein Hom6omorphismus ist.



Aufgabe 3. (15 Punkte)

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und S C X eine Teilmenge. )
(i) Zeigen Sie, dass der Abschluss von S, bezeichnet mit S, genau X \ (X \ 9) ist, wobei

(x\5)

das Innere von X \ S bezeichnet.
(ii) Es sei S # (). Beweisen Sie, dass die folgende Bedingungen dquivalent sind :

a) S=X.

b) (X 8) =0.

c) SNU #0D firalleU € T.

d) Es gibt eine Basis B von T, so dass SN B # (), fir alle B € B.

Eine solche Teilmenge S, die die (dquivalenten) Bedingungen a) — d) erfiillt, heifit
dichte Menge in (X, T).
(iii) Beweisen Sie, dass 9(S) C 9(S). Finden Sie ein Beispiel, so dass 9(5) € 9(S).

Aufgabe 4. (10 Punkte)
Es seien X = R, T eine Topologie auf R und S := {nLH,

a) S=SU{1}, falls T = £ die euklidische Topologie und
b) S =R, falls T die koendliche Topologie ist.

n € Zso}. Beweisen Sie, dass



